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          1. Mulţimea numerelor reale 
 
 
1.. Scrierea în baza zece: 

dcbaabcd +⋅+⋅+⋅= 101010 23
             

a-cifra miilor;    b-cifra sutelor; c-cifra zecilor; d-cifra unităţilor; 

001.001.01.010

10101010, 321

⋅+⋅+⋅+⋅=
=⋅+⋅+⋅+⋅= −−−

gfea

gfeaefga
 

e-cifra zecimilor;  f-cifra sutimilor;  g-cifra miimilor.  
   
2. Fracţii 

-Fracţii zecimale finite: ;
100

,;
10

,
abc

bca
ab

ba ==                       

-Fracţii zecimale periodice:-     

simple: ;
99

)(,;
9

)(,
aabc

bca
aab

ba
−

=
−

=         

mixte: ;
990

)(,;
90

)(,
ababcd

cdba
ababc

cba
−

=
−

=           

3.. Rapoarte şi proporţii 

      ,,;0 *Qnk
nb

na

b

a
braportnumestese

b

a
∈=

⋅
⋅

=≠∀  

 k se numeşte coeficient de proporţionalitate ;     
Proprietatea fundamentală a proporţiilor:  
 

      cbda
d

c

b

a
⋅=⋅⇒=      

 
4. Proporţii derivate: 

        

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
−
−

=
+
+

=

±
=

±
±

=
±

===

⇒=

.
2

2

2

2

d

c

b

a
sau

db

ca

b

a
sau

db

ca

b

a

d

dc

b

ba
sau

dc

c

ba

a

d

b

c

a
sau

a

c

b

d
sau

c

d

a

b

d

c

b

a
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5.  Sir de rapoarte egale: 

n

n

n

n

bbbb

aaaa

b

a

b

a

b

a

++++
++++

====
.....

....
.........

321

321

2

2

1

1 ;

( ) ( )nn bbbbşiaaaa ,....,,,......,, 321321     sunt direct  

proporţionale k
b

a

b

a

b

a

n

n ====⇔ ..
2

2

1

1 .  

 ( ) ( )nn bbbbşiaaaa ,....,,,......,, 321321  sunt invers 

 proporţionale    nn bababa ⋅==⋅=⋅⇔ ..2211                 

 
6. Modulul   numerelor   reale   Proprietăţi:                                                              

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

〈−

=

〉

0,

0,0

0,

aa

a

aa

defa
 

1. Raa ∈∀≥ ,0 ;                2. 0,0 =⇔= aa ; 

3. Raaa ∈∀−= , ;           4. baba ±=⇔= , ;  

5. baba ⋅=⋅ ;                         6. 
b

a

b

a
= ;       

7. bababa +≤±≤− ;    

 8. 0,, 〉±=⇒= aaxax ;   

 9.  0],,[, 〉−∈⇔≤ aaaxax ; 

10. 0],,[],[, 〉+∞∪−−∞∈⇔≥ aaaxax . 

 
 
7.  Reguli  de  calcul  în  R 

1. ( ) ;2 222
bababa ++=+   

2. ( ) ;2 222
bababa +−=−   

3.  (a+b)(a-b= a 2 -b 2 ;      
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4. ( ) cabcabcbacba 2222222 +++++=++  

5. ( ) 32233 33 babbaaba +++=+ ; 

6. ( ) 32233 33 babbaaba −+−=− ; 

7. ))(( 2233 babababa ++−=− ; 

8. ))(( 2233 babababa +−+=+ .      

 
8. Puteri  cu  exponent   întreg 

                               ��
��	�
factorin

n aaaadefa ⋅⋅⋅⋅ ......
 

..80;.4

0,.7)(.3

0,
1

.6.2

)(.5;00;;1.1 1

nmaaaa
a

a

b
b

a

b

a
baba

a
a

aaaa

aaaaa

nmnm

n

m

n

nn

nnn

n

nnmnm

nmnmno

=⇔=≠=

≠=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=⋅

≠=⋅=

====

−

−+

⋅

 

 
 
9. Proprietăţile radicalilor de ordinul doi 

 1. Raaa ∈∀≥= ,02  

 2. baba ⋅=⋅  

 3. 0, ≠= b
b

a

b

a
   

 4. 2)(
n

nn aaa ==   ,  

 5.  
22

22 baabaa
ba

−−
±

−+
=±  

       unde a²-b=k²  .  
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10. Medii 

Media aritmetică   
2

yx
ma

+
=            

Media geometrică yxmg ⋅=            

Media ponderată  ponderileqp
qp

yqxp
m p −

+
⋅+⋅

= ,;  

Media armonică  
yx

xy

yx

m h +
=

+
=

2
11

2
   . 

Inegalitatea mediilor 

2

2 yx
xy

yx

xy +
≤≤

+
 

 
11. Ecuaţii     
 

0,0 ≠−=⇒=+⋅ a
a

b
xbxa       

0,2 ≥±=⇒= aaxax    ; 

a

acbb
xcxbxa

2

4
0

2

2,1
2 −±−

=⇒=+⋅+⋅ . 

.04,0 2 ≥−≠ acba   

.0, axaax ±=⇒≥=     

20, axaax =⇒≥=  

[ ] )1,[1 +∈⇔+〈≤⇒= aaxaxaax  .     

 
12. Procente 
 

p % din N = N
p

⋅
100
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D =
12100 ⋅
⋅⋅ npS

  …. Dobânda obţinută prin depunerea la bancă a unei 

sume S de bani pe o perioadă de n luni cu procentul p al dobândei 
anuale acordate de bancă . 
Cât la sută reprezintă numărul a din N. 

x % din N =a  
N

a
x

100⋅
=⇒    .       

 
13.  Partea întreagă 
 
1. [ ] { }xxx += , Rx∈∀ , [ ] Zx ∈  şi { } )1,0[∈x  
 
2. [ ] <≤ xx [ ] 1+x       [ ] 1+<≤⇒= axaax  
 
3. [ ] [ ]yx =  ⇔  ZK ∈∃  a. î. [ ] 11,, <−⇔+∈ yxkkyx  

 
4. [ ] [ ]xkkx +=+  , Zk ∈∀ , Rx∈  
 
5. { } { }xkx =+ , Rx∈∀ , Zk ∈∀  
 
6. Dacă  { } { } Zyxyx ∈−⇒=  
 
7. Dacă Rx∈  ⇒    [ ][ ] [ ] Zxx ∈=                                                  

                                 { }[ ] 0=x  , [ ]{ } 0=x , { }{ } { }xx =  

8. Identitatea  lui  Hermite   [ ] [ ]xxx 2
2

1
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++  ,  Rx∈∀  

 
9. [ ] [ ] [ ]yxyx +≥+ ,  Ryx ∈∀ ,  
 
10.  Prima  zecimală, după virgulă, a unui număr N este dată  
     de  { }[ ]N⋅10     sau  [ ]( )[ ]10⋅− NN  
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2. Inegalităţi 
 

1.  1>a       kk aa <−1  ∀ 1≥k  

     ( )1,0∈a  1−< kk aa  ∀ 1≥k  

2.  ba ≤<0  ( )( ) 0≥−−⇒ nnmm baba  ∀ Nnm ∈,  

3.  2
1
≥+

a
a  ( )∀  0>a   2

1
−≤+

a
a  ∀  .0<a  

4.  
k2

1
<

1

1

−+ kk
= k - 1−k  

     
k2

1
>

1

1

++ kk
= 1+k - k .                    

 5. 
2

22 ba +
≥

2

2
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + ba

 ab≥ ∀ Rba ∈,        

 6.  
ba

ba

+
+ 22

≥ ≥
+
2

ba

ba

ab
11

2

+
≥ ,∀ 0, >ba  

 7.  cabcabcba ++≥++ 222 ∀ Rcba ∈,,  

 8.  )( ( )22223 cbacba ++≥++  ∈∀ cba ,, R  

 9.  ( )cba
cba

cba
++≥

++
++

3

1222

 ∀ Rcba ∈,,  

 10.  ( ) 0,,
3

3
≥∀++≥++ cbacbacba  

 11.  ( )( ) ( )nnnn aaaaaaaaaan 132121
22

1 ......2...1 −++++≥++−  

 12.  ( ) ( )2
1

22
1 ...... nn aaaan ++≥++ ,∀ Nn∈  

 13.  .0,,,
22

2

>∈∀⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥
+

baNn
baba nn

 

 14.  .0,20 >∀
+
+

<⇒<< r
rb

ra

b

a

b

a
 

        0,1 >∀
+
+

>⇒< r
rb

ra

b

a

b

a
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 15.  x a≤  ( )0>a  ⇔ .axa ≤≤−  

 16.  baba +≤± , Rba ∈,  sauC . 

 17.  nn aaaaa ++≤±±± ...... 121  ,  in R sau C .  

 18.  baba −≤− in R sau C .  

 19.  ( ) nnnnnnn

1

1

1

1

111
2

−
−

=
−

≤
⋅

=  

        ( ) nnnnn

1

1

1

1

1

!

1
−

−
=

−
<                 

   

20. Zba ∈,  , Znm ∈,  , Q
n

m
∉ .122 ≥−⇒ nbma  

21. Numerele pozitive cba ,, pot fi lungimile laturilor unui triunghi  

dacă şi numai dacă ∃  *,, +∈ Rzyx ia.    

,zya += ,zxb += .yxc +=  

22.  1≥⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−ba

b

a
 ba ≠  ∀ 0, >ba ,  

23. .6,, * ≥
+

+
+

+
+

⇒∈ +
b

ac

a

cb

c

ba
Rcba  

24. Dacă 0,...,1 ≥nxx si kxx n =++ ...1 constant atunci produsul 

nxxx ...22 ⋅ e maxim când ....1
n

k
xx n ===  

25. Dacă. 0,...,1 <nxx  si kxi

n

i

=∏
=1

constant nxx ++⇒ ...1 e 

minimă atunci când ....1
n

n kxx ===  

26. Dacă 0,...,1 ≥nxx si ==++ kxx n...1 constant atunci 

np

n

pp
xxx ...11

22 ⋅ este maxim când  

niNp
pp

k

p

x

p

x

p

x
i

nn

n ,1,,
...

... *

12

2

1

1 =∈
++

===  
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27.  Teorema lui Jensen: 

   Dacă :f Ι ,R→ (Ι interval) si ( )
( ) ( )

22
2121 xfxfxx

f
+

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

≥  

∈∀ 21, xx Ι ( )
( ) ( )

n

xfxf

n

xx
f nn ++

≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

⇒ ≥
...... 12  

∈∀ ix Ι , .,1 ni =  

28.  Inegalitatea mediilor .
...

...
1

...
1

1
1

1

n

aa
aa

aa

n nn
n

n

++
≤≤

++
 

29. ( ) .
1

...
1

... 2

1
21 n

aa
aaa

n

n ≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++++  ∀ .,1,0 niai =≥  

 egalitate când .,1,, njiajai =∀=  

30.  Inegalitatea lui Cauchy-Buniakowsky-Schwartz. 

( )( ) ( )211
22

1
22

1 ......... nnnn bababbaa ++≥++++  ., Rba ii ∈∀  

31.  Inegalitatea mediilor generalizate:    .""
bj

aj

bi

ai
=⇔=  

βββααα
1

1

1

1 ......
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
n

aa

n

aa nn ,,,, βα ≥∈∀ +Rba ii  

., R∈βα  

⇓  

32.
n

aa

n

aa nn ++
≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++ ...... 1
2

1
22

1  

33.Inegalitatea lui Bernoulli:  

 ( ) .,1,11 Nnanaa
n ∈∀−≥+≥+  
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3.Mulţimi. Operaţii cu mulţimi. 
 
1. Asociativitatea reuniunii si a intersecţiei: 
     A (B C)=(A B) C        A (B C)=(A B) C 
2. Comutativitatea reuniunii si a intersecţiei: 
     A B=B A                         A B=B A 
3. Idempotenţa reuniunii si intersecţiei: 
     A A=A                               A A=A 

4.  A Ø=A                               A Ø=Ø 
5. Distributivitatea reuniunii faţă de intersecţie: 
  A (B C)=(A B) (A C) 
6. Distributivitatea intersecţiei faţă de reuniune: 
  A (B C)=(A B) (A C) 

7.  A,B E,  (A B)= A B           

(A B)= A B 

8.     A E,  ( A)=A 

9.     A\B= (A B)  
10.   A\(B C)=(A\B)\C 
        A\(B C)=(A\B) (A\C) 
        (A B)\C=(A\C) (B\C) 
        (A B)\C=A (B\C)=(A\C) B 
11. A×(B C)=(A×B) (A×C) 
      A×(B C)=(A×B) (A×C) 
      A×(B\C)=(A×B)\ (A×C) 
      A×B≠B×A 
     A B⇔ ( x) (x∈A=>x∈B) 
     A B⇔  ( x)((x∈A)  (x B)) 
     x∈A B⇔  (x∈A)  (x∈B) 
     x∈A B⇔  (x∈A)  (x∈B) 
     x∈C EA⇔  (x∈E)  (x A) 
     x∈A\B ⇔  (x∈A) (x B) 
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12. Relaţiile lui de Morgan 

p) ך .1 q)=ךp ךq, ך(p q)= ךp  ךq  . 
2. p (q r) = (p q) (p r), p (q r)=(p q) (p r). 
pך .3  p=A, ךp  p = F. 
4. p ⇒q  ךp  q. 
5. p⇔ q  (p⇒q)  (q⇒p)  (ךp  q)  (ך q  p). 
6. p  A = p , p  A=A 
7. p  q = q  p , p  q = q   p 
 p=(pך)ך .8
9. p  ךp =F  , p  p =Aך 
10. (p  q)  r = p  (q  r) 
        (p  q)   r = p  (q  r) 
11. p  F = p      p  F = F 
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4. Progresii 
 

 
 
 
 
1. Şiruri 
 
          Se cunosc deja şirul numerelor  naturale 0,1,2,3,4,…….,şirul 
numerelor pare 2,4,6,…… Din observaţiile directe asupra acestor şiruri, 

un şir de numere reale este dat în forma ,.....,, 321 aaa   unde  

321 ,, aaa  sunt termenii şirului iar indicii 1,2,3, reprezintă poziţia pe 

care îi ocupă termenii în şir. 
Definiţie: Se numeşte şir de numere reale o funcţie f: N*→R , 

definită prin f(n)=a n  

Notăm ( ) *Nnna ∈  şirul de termen general , a n  

Observaţie: Numerotarea termenilor unui şir se mai poate face începând 

cu zero: ,.....,, 210 aaa  

                  ia  , i≥ 1 se numeşte termenul de rang i.  

Un şir poate fi definit prin :  
        a) descrierea elementelor mulţimii de termeni. 2,4,6,8,…….. 

        b) cu ajutorul unei formule        a n =2n 

        c) printr-o relaţie de recurenţă.  21 +=+ nn aa  

Un şir constant este un şir în care toţi termenii şirului sunt constanţi : 
5,5,5,5,….. 

Două şiruri  nnnn ba )(,)(  sunt egale  dacă Nnba nn ∈∀= ,  

Orice şir are o infinitate de termeni. 
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  2. Progresii aritmetice 

 
Definiţie:   Se numeşte progresie aritmetică un şir în care diferenţa 
oricăror doi termeni consecutivi este un număr constant r, numit raţia 
progresiei aritmetice. 
   1. Relaţia de recurenţă între doi termeni consecutivi: 

                1,1 ≥∀+=+ nraa nn  

    2.  a1,a2, … an-1, an, an+1 sunt termenii unei progresii aritmetice ⇔  

      
2

11 +− +
= nn

n

aa
a  

    3. Termenul general este dat de : 

       ( )rnaan 11 −+=  

    4. Suma oricăror doi termeni egal departaţi de extremi este egal cu 
suma   termenilor extremi : 

       nknk aaaa +=+ +− 11  

    5. Suma primilor n termeni : 

       
( )

2
1 naa

S n
n

⋅+
=                                     

    6. Şirul termenilor unei progresii aritmetice: 
           rararaa 3,2,, 1111 +++ ,……. 

          ( )rnmaa nm −=−  

    7. Trei numere x1, x2, x3 se scriu în progresie aritmetică de forma : 

    x1 = u – v     x2 = u      x3 = u + v  ∀  u,v ℜ∈ . 
 
     8. Patru numere x1, x2, x3, x4  se scriu în progresie aritmetică 
astfel: 

    x1 = u – 3v,  x2 = u – v ,   x3 = u + v ,   x4 = u + 3v,  ∀  u,v ℜ∈ . 

      9.  Dacă 
2

1

1 +

+

+

〈⇒÷
k

k

k

k

i
a

a

a

a
a  
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   4.  Progresii geometrice 
 
 Definiţie : Se numeşte progresie geometrică un şir în care raportul 
oricăror doi   termeni   consecutivi este un număr constant q, numit 
raţia progresiei geometrice. 
 

1. Relaţia de recurenţă :   1,1 ≥∀⋅=+ nqbb nn  

2. b1,b2, … bn-1, bn, bn+1   sunt termenii unei progresii geometrice   cu 

termeni pozitivi     ⇔   11 +− ⋅= nnn bbb  

3. Termenul general este dat de :  
1

1
−⋅= n

n qbb  

4. Produsul oricaror doi termeni egal departati de extremi este egal 
cu produsul extremilor 

         nknk bbbb ⋅=⋅ +− 11  

5. Suma primilor n termeni ai unei progresii geometrice : 

         
q

q
bS

n

n −
−

⋅=
1

1
1  

6. Şirul termenilor unei progresii geometrice : 

    ,....,...,, 1
2

111
nqbqbqbb ⋅⋅⋅        

     
7. Trei numere x1, x2, x3 se scriu în progresie geometrică de forma : 

                x1 = 
v

u
                x2 = u            x3 = vu ⋅ , +∈∀ *, Rvu  

8. Patru numere x1, x2, x3, x4 se scriu în progresie geometrică astfel : 

               x1 = 
3v

u
 

               x2 =  
v

u
 

               x3 = vu ⋅  

               x4 = 3vu ⋅   +∈∀ *, Rvu  
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                           5.  Funcţii 
 
 
I.   Fie ƒ: A→B. 

        1) Funcţia ƒ este injectivă,dacă  
                       ∀ x,y ∈A, x≠ y=>ƒ(x)≠ ƒ(y). 

2) Funcţia ƒ este injectivă,dacă din ƒ(x)=ƒ(y) =>x=y. 
3) Funcţia f este injectivă, dacă orice paralelă la axa 0x 
intersectează  graficul funcţiei în cel mult un punct. 
 
II.  
1)Funcţia ƒ este surjectivă, dacă ∀ y ∈ B, există cel puţin un   
punct x ∈A, a.î. ƒ(x)=y. 
2) Funcţia ƒ este surjectivă, daca ƒ(A) =B. 
3) Funcţia ƒ este surjectivă, dacă orice paralelă la axa 0x, dusă 
printr-un punct al lui B, intersectează graficul funcţiei în cel 
puţin un punct. 
 
III.  
1) Funcţia ƒeste bijectivă dacă este injectivă şi surjectivă. 
2) Funcţia ƒ este bijectivă dacă pentru orice y ∈ B există un 
singur x ∈ A a.î. ƒ(x) =y (ecuaţia ƒ(x)=y,are  o singură 
soluţie,pentru orice  y din B) 
3) Funcţia ƒ este bijectivă dacă orice paralelă la axa 0x, dusă 
printr-un punct al lui B, intersectează graficul funcţiei într-un 
punct şi numai unul. 
 
IV. 
1A: A→A prin 1A(x) =x, ∀ x ∈ A. 
1) Funcţia ƒ: A→B este inversabilă , dacă există o funcţie 
g:B→A astfel încât  g o ƒ = 1A si ƒ o g =1B, funcţia g este 
inversa funcţiei ƒ şi se notează cu  ƒ-1. 
2) ƒ(x) = y <=> x= ƒ-1(y) 
3) ƒ este bijectivă <=> ƒ este inversabilă. 
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V. Fie ƒ:A→B si g: B→C, două funcţii. 
 
1) Dacă ƒ si g sunt injective, atunci g o ƒ este injectivă. 
2) Dacă ƒ si g sunt surjective,atunci g o ƒ este surjectivă. 
3) Dacă ƒ si g sunt bijective, atunci g o ƒ este bijectivă. 
4) Dacă ƒ si g sunt (strict) crescatoare,atunci g o ƒ este 
(strict) crescatoare. 
5) Dacă ƒ si g sunt (strict) descrescatoare, atunci g o ƒ este 
(strict) descrescatoare. 
6) Dacă ƒ si g sunt monotone, de monotonii diferite,atunci 
g o ƒ este descrescatoare. 
7) Dacă ƒ este periodică, atunci g o ƒ este periodică. 
8) Dacă ƒ este pară, atunci g o ƒ este pară. 
9) Dacă ƒ si g sunt impare, atunci g o ƒ este impară, 
10) Dacă ƒ este impară si g pară, atunci g o ƒ este pară. 
 
 VI. Fie ƒ: A→ B si g:B→C, două funcţii. 
 
      Dacă g o ƒ este injectivă, atunci ƒ este injectivă. 
      Dacă g o ƒ  este surjectivă, atunci g este surjectivă. 

Dacă g o ƒ  este  bijectivă, atunci ƒ este injectivă si g     
surjectivă. 
 Dacă ƒ,g: A → B iar h: B→ C  bijectivă si h o ƒ = h o ƒ,     
atunci ƒ = g. 

 
  VII. Fie ƒ: A→B si X,Y mulţimi oarecare. 

         Funcţia ƒ este bijectivă, dacă şi numai dacă oricare ar fi        
funcţiile 

        u,v: X→A,din ƒ o u =ƒ o v, rezultă u=v. 
      Funcţia ƒ este surjectivă, daca şi numai dacă oricare ar fi   
funcţiile u,v :B→Y, din u o ƒ = v o ƒ, rezultă u=v 
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VIII. 
1)Dacă  ƒ :A→B este strict monotonă,atunci ƒ este injectivă. 
2) Daca ƒ : R→R este periodic şi monotonă, atunci ƒ este 
constantă. 
3) Daca ƒ : R→R este bijectivă şi impară,atunci ƒ-1 este 
impară. 
4) Fie A finită şi ƒ :A→A. Atunci ƒ este injectivă <=> este 
surjectivă. 
 
IX. Fie ƒ: E → F, atunci 
 
1)ƒ injectivă <=> (∃) g : F →E  (surjectivă) a.i. g o ƒ=1E. 

2) ƒ surjectivă <=>(∃) g : E→F (injectivă) a.i. ƒ o g =1F 

3) ƒ bijectivă <=> inversabilă. 
 
X. Fie ƒ : E → F. 
1)Funcţia ƒ este injectivă dacă şi numai dacă (∀) A,B ⊂ E 
                          ƒ(A ∩ B) = ƒ (A) ∩ (B). 
2) Funcţia ƒ este surjectivă dacă şi numai dacă (∀) B ⊂ F 
există A ⊂ E, astfel încât ƒ(A)=B. 
3) Funcţia ƒ este injectivă dacă ƒ(A— B)=ƒ(A) — ƒ(B),  
∀ A, B ⊂ E. 
 
XI. Fie ƒ : E → F si A⊂ E, B ⊂ E, atunci  
        ƒ(A) ={y ∈ F ⏐ ∃ x ∈ A a.i. ƒ(x)=y} 
        ƒ-1 (B) = {x ∈ E ⏐ƒ(x)∈ B}. 
 
1.Fie ƒ: E→ F si A,B ⊂  E, atunci  

      a) A ⊂ B => ƒ(A) ⊂ ƒ(B), 
b) ƒ(A ∪ B)= ƒ(A) ∪ ƒ(B), 
c) ƒ(A ∩ B) ⊂ ƒ(A) ∩ ƒ(B), 
d) ƒ(A) — ƒ(B) ⊂ ƒ(A — B). 
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2.Fie ƒ: E → F si A,B ⊂ F atunci 
 
a) A ⊂ B => ƒ-1 (A) ⊂ ƒ-1 (B), 
b)ƒ-1 (A) ∪ ƒ-1 (B) ⊂ ƒ--1 (A ∪ B), 
c)ƒ-1 (A) ∩ ƒ-1 (B) = ƒ-1 ( A ∩ B), 

      d) ƒ-1 (A) — ƒ-1 (B) = ƒ-1 (A— B), 
      e) ƒ-1 (F) = E. 

 
 
 

Funcţia de gradul al doilea 
 
Forma canonică a funcţiei f:R→R, 

0,,,,)( 2 ≠∈++= aRcbacbxaxxf este 

Rx
aa

b
xaxf ∈∀

Δ
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += ,

42
)(

2

;   

Graficul funcţiei este o parabolă de vârf ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

−−
aa

b
V

4
,

2
, unde 

acb 42 −=Δ                   

 0〉a     f este convexă;   
 
 
 

0〈Δ ; x1,x2 ∈  C 
f(x) >0, Rx∈∀ ; 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

−−
aa

b
V

4
,

2
 - punct 

de minim; 
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   0=Δ , x1=x2∈R   
    f(x) ≥0, Rx∈∀ ;                  

    f(x)=0 
a

b
x

2
−=⇔  

 
 

 
 
 
 

Rxx ∈≠〉Δ 21,0   f(x) ≥ 0, 

),[],( 21 +∞∪−∞∈∀ xxx ; 

f(x)<0, ),( 21 xxx∈∀  

 

 

Pentru ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈

a

b
x

2
, funcţia este strict descrescătoare; 

Pentru ),,
2

[ +∞−∈
a

b
x funcţia este strict crescătoare 
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a<0   funcţia este concavă 
 
 
 
 
 

0〈Δ ; x1,x2 ∈  C 

 
f(x) <0, Rx∈∀ ; 
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

−−
aa

b
V

4
,

2
 - punct de 

maxim 
 
 
 

0=Δ , x1=x2∈R                    
 
f(x) ≤ 0, Rx∈∀ ;                  

f(x)=0 
a

b
x

2
−=⇔   

 
 
 
 

 
 

Rxx ∈≠〉Δ 21,0  

f(x) ≥0, ],[ 21 xxx∈∀ ; 
f(x)<0, 

),(),( 21 +∞∪−∞∈∀ xxx  
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Pentru ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∞−∈

a

b
x

2
, funcţia este strict crescătoare; 

Pentru ),,
2

[ +∞−∈
a

b
x funcţia este strict descrescătoare. 

 
 
 
 

          
6. NUMERE COMPLEXE 

 
1. NUMERE COMPLEXE SUB FORMĂ ALGEBRICĂ 
 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=∈+== 1,,, 2iRbaibazzC  

- mulţimea numerelor complexe.     
  z=a+ib=Re z+Im z      
 
OPERAŢII CU NUMERE COMPLEXE                                           

  Fie idczibaz +=+= 21 , . Atunci:     

    1. dbsicazz ==⇔= 21 .                                        

    2. ).()(21 dbicazz +++=+                                         

    3. ).()(21 cbdaidbcazz ⋅+⋅+⋅−⋅=⋅                                        

4. ,1 ibaz −=   conjugatul lui 1z                                            

    5.  
2222

2

1

dc

dacb
i

dc

dbca

z

z

+
⋅−⋅

+
+

⋅+⋅
=                                         

    6.
2222

1

1

ba

b
i

ba

a

z +
−

+
= .   
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PUTERILE LUI  i 
    
  1. 14 =ki ; 
  2. ii k =+14 ; 
  3. 124 −=+ki ; 
  4. ii k −=+34  ; 

  5. i
i

i
i

i
n

n −=== −− 1
,

1 1    ;                        

 6. 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=⋅−=−=−

imparni

parni
iii

n

n

nnnn

,

,
)1()(  

 
 
PROPRIETĂŢILE MODULULUI                                        

22 baz +=  - modulul nr. complexe 

 

1. 00,0 =⇔=≥ zzz     2. 
2

zzz =⋅                    3. zz =                  

4. 2121 zzzz ⋅=⋅      

5. 0, 2
2

1

2

1 ≠= z
z

z

z

z
  

6. 212121 zzzzzz +≤±≤−     7. 
nn zz =                                      

8.  zzzRzCz =⇔=⇔∈∈ 0Im;  

 

ECUAŢII: 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ ++−
±

++
±=

⇒+±=⇒+=

22

2222

2,1

2,1
2

baa
i

baa
z

ibazibaz

  

 ‚+’ dacă b pozitiv;   ‚-‚ dacă b negativ 
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0
2

04

2

4
0

2,1

2

2

2,1
2

〈Δ
Δ−±−

=

≥−=Δ

−±−
=⇒=++

daca
a

ib
x

sauacbdaca

a

acbb
xcbxax

 

 
 
 

NUMERE COMPLEXE SUB FORMĂ GEOMETRICĂ 

Forma trigonometrică a numerelor complexe:    

z= )sin(cos ϕϕρ i+  ,  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

∈

∈

∈

=+=

IVba

IIIIIba

Iba

kk
a

b
arctg

),(,2

,),(,1

),(,0

,πϕ   

ρ =
22 baz += se numeşte raza polară a lui z 

Fie  z1= )sin(cos 111 ϕϕρ i+  şi z2= )sin(cos 222 ϕϕρ i+ ; 

z1=z2    πϕϕρρ kiaZkexistasi +=∈= 2121 .,  

)sin()[cos( 21212121 ϕϕϕϕρρ +++⋅=⋅ izz                           

)sin(cos 1111 ϕϕρ iz −=  
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)]sin()[cos(
11

11
11

ϕϕ
ρ

−+−= i
z

                                              

[ ])sin()cos( 1212
1

2

1

2 ϕϕϕϕ
ρ
ρ

−+−= i
z

z
 

Rnninz
nn ∈+= ),sin(cos 1111 ϕϕρ                     

1,0),
2

sin
2

(cos 11
11 −∈

+
+

+
= nk

n

k
i

n

k
z nn

πϕπϕ
ρ  

 
 
 

7. FUNCTIA EXPONENTIALĂ 
                                             

Def. f: R→ (0,∞), f(x)= 1,0, ≠〉 aaa x  
 
 
 

 

Dacă a ⇒〉1 f este strict crescătoare 

    21
21

xx
aaxx 〈⇒〈  

Dacă a ( )⇒∈ 1,0 f este strict descrescătoare 

     21
21

xx
aaxx 〉⇒〈  

Proprietăţi: 
Fie a,b ( ) ⇒∈≠∞∈ Ryxba ,,1,,,0  
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( )
( )

x

x

x

x

xx

yx

y

x

yxyx

yxx

yxyx

adefinestesenuapentru

a
a

a

a

b
b

a

b

a

aa
a

a

aa

aaba

aaa

,0

0,
1

1

0,

0,

0

〈

≠=

=

≠=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

≠=

=

⋅=⋅

=⋅

−

−

⋅

+

 

 
 
 
Tipuri de ecuaţii: 
 
1. a bxfbaab a

xf log)(0,1,0,)( =⇒〉≠〉=  

2. a )()(1,0,)()( xgxfaaa xgxf =⇒≠〉=  

3. a bxgxfbabab a

xgxf log)()(1,,0,,)()( ⋅=⇒≠〉=  

4. ecuaţii exponenţiale reductibile la ecuaţii algebrice printr-o 
substituţie. 
5.  ecuaţii  ce se rezolvă utilizând monotonia funcţiei 
exponenţiale. 
 
Inecuaţii 
a>1, )()()()( xgxfaa xgxf ≤⇒≤  

a )()()1,0( )()( xgxfaa xgxf ≥⇒≤∈  
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FUNCTIA LOGARITMICĂ 

 
Def:  f:(0,∞) →R, f(x)= xalog , 1,0 ≠〉 aa ,x>0 

 

 
 
 
Dacă a ⇒〉1 f este strict crescătoare 

    2121 loglog xxxx aa 〈⇒〈  

Dacă a ( )⇒∈ 1,0 f este strict descrescătoare 

     2121 loglog xxxx aa 〉⇒〈  

Proprietăţi: 
Fie a,b ( ) ⇒∈∞∈≠∞∈ Rmyxcbac ),,0(,,1,,,,0  
 
 

yx
y

x

yxyx

xyxa

aaa

aaa

a

y

logloglog

logloglog

log0

−=

+=⋅
=⇒〉=
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.1log,01log

,

log
log

1
,

log

log
log

loglog,log

logloglog

==

==

==

==

a

axca

a
ba

b
b

bmbma

aa

xac

b

ac

c
a

a

m

a

m

a

abb

 

Tipuri de ecuaţii: 
 

1. b

xf xfxgfgfbxg )()(1,0,,)(log )( =⇒≠〉=  

2. )()()(log)(log xgxfxgxf aa =⇒=  

3. )(log)()(log)(log xg

ba
baxfxgxf =⇒=  

4. ecuaţii logaritmice reductibile la ecuaţii algebrice printr-o 
substituţie. 
5. ecuaţii  ce se rezolvă utilizând monotonia funcţiei logaritmice. 
 
Inecuaţii 
 
a>1,  )()()(log)(log xgxfxgxf aa ≤⇒≤  

a )()()(log)(log)1,0( xgxfxgxf aa ≥⇒≤∈  
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                          8. BINOMUL  LUI  NEWTON 
 
 
 
 
           În 1664 Isaac Newton (1643-1727) a găsit următoarea formulă 
pentru dezvoltarea binomului (a+b)n.  Deşi formula era cunoscută încă din 
antichitate de către matematicianul arab Omar Khayyam (1040-1123), 
Newton a extins-o şi pentru coeficienţi raţionali. 
 
TEOREMĂ: Pentru orice număr natural n şi a şi b numere reale 
există relaţia:  
          

( ) nn

n

kknk

n

n

n

n

n

n

n

n
bCbaCbaCbaCaCba ++⋅++⋅+⋅+=+ −−− ...............222110

       

(1) 

Numerele n

nnn CCC ,....,, 10  se numesc coeficienţii binomiali ai 

dezvoltării;  
Este necesar să se facă distincţie între coeficientul unui termen 
al dezvoltării şi coeficientul binomial al acelui termen.       
Exemplu:   (a+2b)4= a4 + 4a 3 .2b+….. 
                      Coeficientul celui de-al doilea termen este 8  iar 
coeficientul binomial este C4

1 =4; 
Pentru (a-b)n avem următoarea formă a binomului lui Newton: 
 
            

( ) nn

n

nkknk

n

kn

n

n

n

n

n

n
bCbaCbaCbaCaCba )1(.....)1(...........222110 −++⋅−+−⋅+⋅−=− −−−

      

(1’) 
 
Proprietăţi: 
 
1. Numărul termenilor dezvoltării binomului (a+b)n este n+1;  
Dacă  n=2k ⇒  coeficientul binomial al termenului din mijloc al dezvoltării 
este Cn

k  şi este cel mai mare. 
Dacă n=2k+1 ⇒  Cn

k şi Cn
k+1 sunt egali şi sunt cei mai mari; 

      Cn
o<Cn

1<……<Cn
k >Cn

k+1>…..>Cn
n    daca  n este par,  n=2k 
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      Cn
o<Cn

1<……<Cn
k =Cn

k+1>…..>Cn
n    daca  n este impar,  n=2k+1. 

 
2. Coeficienţii binomiali din dezvoltare, egal depărtaţi de termenii 
extremi  ai dezvoltării sunt egali între ei.  
 

                                
kn

n

k

n CC
−=                                                                              

(2) 
 
3. Termenul de rang k+1 al dezvoltării (sau termenul general al 
dezvoltării) este                                                     

                               nkbaCT kknk

nk ,....,2,1,0,1 =⋅= −
+                                   

(3) 
 
 ⇒  Formula binomului lui Newton scrisă restrâns are forma:  

                              ( ) ∑
=

−=+
n

k

kknk

n

n
baCba

0
.                                               

(4) 
4. Relaţia de recurenţă între termenii succesivi ai dezvoltării este 
următoarea: 

                               
a

b

k

kn

T

T

k

k ⋅
+
−

=
+

+

11

2
                                                                  

(5) 
5. Pentru a=b=1 se obţine 

                                   
nn

nnnn CCCC )11(.............210 +=++++                          

(6) 
ceea ce înseamnă că  numărul tuturor submulţimilor unei mulţimi cu n 
elemente este 2n . 
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9. Vectori şi operaţii cu vectori 

 
Definiţie:  
        Se numeşte segment orientat, o pereche ordonată de 
puncte din plan;  
        Se numeşte vector, mulţimea tuturor segmentelor 
orientate care au aceeaşi direcţie, aceeaşi lungime şi acelaşi 
sens cu ale unui segment orientat. 
Observaţii: 
Orice vector AB se caracterizează prin: 

- modul(lungime,normă), dat de lungimea segmentului 
AB; 

- direcţie, dată de dreapta AB sau orice dreaptă paralelă 
cu aceasta; 

- sens, indicat printr-o săgeată de la originea A la 
extremitatea B. 

Notaţii: AB  vectorul cu originea A şi extremitatea B; 
2

0
2

0 )()( yyxxAB −+−=  - modulul vectorului AB  unde 

A(x0,y0), B(x.y). 
Definiţie: 
Se numesc vectori egali, vectorii care au aceeaşi direcţie, 
acelaşi sens şi acelaşi modul. Doi vectori se numesc opuşi dacă 
au aceeaşi direcţie, acelaşi modul şi sensuri contrare: 

         - AB = BA . 
Adunarea vectorilor se poate face după regula triunghiului sau 
după regula paralelogramului: 
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Rvsauv ∈∀==⇔=⋅ λλλ ,000  

vvvvDaca ⋅⋅=⋅⇒≠≠ λλλλ ,0,0  are direcţia şi sensul 

vectorului v dacă 0〉λ  şi sens opus lui v  dacă 0〈λ . 
Definiţie: 
Doi vectori se numesc coliniari dacă cel puţin unul este nul sau 
dacă amândoi sunt nenuli şi au aceeaşi direcţie. În caz contrar 
se numesc necoliniari. 
 

 
 
 
  vectori coliniari                                vectori necoliniari 
 
Teoremă: 
Fie 0≠u  şi v un vector oarecare.  

Vectorii u  şi  v  sunt coliniari uviaR ⋅=∈∃⇔ λλ .. . 
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Punctele A, B, C  sunt coliniare 

ACABiRacoliniarisuntACsiAB ⋅=∈∃⇔⇔ λλ .. . 

CDsiABCDAB ⇔  sunt coliniari; 

Dacă u  şi  v  sunt vectori necoliniari atunci 

00.., ==⇔=⋅+⋅∈∃ yxvyuxiaRyx . 
 

Teoremă:   Fie a  şi b doi vectori necoliniari. Oricare ar fi 

vectorul v , există )(, uniceR∈βα astfel încât bav ⋅+⋅= βα . 

Vectorii a  şi b  formează o bază. 
βα , se numesc coordonatele vectorului v  în baza ( )ba, . 

 
Definiţie: 
Fie XOY un reper cartezian. Considerăm punctele A(1,0),  

B(0,1). Vectorii OBjsiOAi ==   se numesc versorii axelor 
de coordonate. Ei au modulul egal cu 1, direcţiile axelor şi 
sensurile semiaxelor pozitive cu OX şi OY. 
 
 

Baza ( )ji,  se numeşte bază ortonormată. 
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jyixBABAv ⋅+⋅=+= ''''''      x=xB- xA, y=yB- yA    

jvprivprv OYOX ⋅+⋅=    22 )()( ABAB yyxxAB −+−=  

Teoremă: 
Fie )','(),,( yxvyxu . Atunci:  

1) u + v  are coordonatele (x+x’.y+y’); 

2) vR ⋅∈∀ λλ ,  are coordonatele (λ x’, λ y’); 

3) )','(),,( yxvyxu sunt coliniari 

.0''.0',',
''

=−⇔≠==⇔ yxxyyxk
y

y

x

x
 

4) Produsul scalar a doi vectori nenuli. 

].,0[,),(cos πααα ∈=⋅⋅=⋅ vumundevuvu  

2222 )'()'(

''
cos

yxyx

yyxx

+⋅+

⋅+⋅
=α   

 0],
2

(;0]
2

,0[ 〈⋅⇒∈≥⋅⇒∈ vuvu ππαπα  

Fie )','(),,( yxvyxu  nenuli. Atunci: 

.0''0 =⋅+⋅⇔⊥⇔=⋅ yyxxvuvu  
 
 

.0;1

.00

.,0
2

=⋅=⋅=⋅

=⇔=⋅

∀≥=⋅

jijjii

uuu

uuuu

 

Vectori de poziţie.  Dacă BA rr ,  

sunt vectori de poziţie, atunci: AB rrAB −=  
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 10. Funcţii trigonometrice 

 
Semnul funcţiilor trigonometrice: 
 
 

Sin: [ ]1,1
2

,
2

−→⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

ππ
    

 
 

arcsin:[-1,1]→ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
,

2

ππ
                 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

Cos: [ ] [ ]1,1,0 −→π  

 
 

arccos:[-1,1] [ ]π,0→                       
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       Tg: R→⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2

ππ
 

 
 

      arctg:R→ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

2
,

2

ππ
 

 
 
 
 
Reducerea la un unghi ascuţit 

Fie u )
2

,0(
π

∈   Notăm sgn f= semnul funcţiei f; cof = cofuncţia lui f 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⋅±

=⋅±
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±

imparkuukf

parkuukf

uk

,cos)
2

(sgn

,sin)
2

(sgn

2
sin

π

π
π

 Analog pentru 

celelalte; 

În general, 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⋅±

=⋅±
=±

imparkucofukf

parkufukf

ukf

),()
2

(sgn

),()
2

(sgn
)

2
(

π

π
π
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Ecuaţii trigonometrice 
Fie x un unghi, a un număr real şi k Z∈ . 

]1,0[,arcsin)1(1,sin ∈+−=⇒≤= adacăkaxaax k π  

                                 = ]0,1[,arcsin)1( 1 −∈+− + adacăkak π  

]1,0[,2arccos1,cos ∈+±=⇒≤= adacăkaxaax π  

                               = ]0,1[,)12(arccos −∈++± adacăka π  

πkarctgaxRaatgx +=⇒∈= ,  

 

πkaxax k +−=⇒= )1()arcsin(sin  

πkaxax 2)arccos(cos +±=⇒=  

πkaxatgxarctg +=⇒=)(  

 
 

πkxgxfxgxf k +−=⇒= )()1()()(sin)(sin  

πkxgxfxgxf 2)()()(cos)(cos +±=⇒=  

Zkkxgxfxtggxtgf ∈+=⇒= ,)()()()( π  

 
Ecuaţii trigonometrice reductibile la ecuaţii care conţin aceeaşi 
funcţie a aceluiaşi unghi; 
Ecuaţii omogene în sin x şi cos x de forma: asin x+bcos x=0; asin2 
x+bsin x .cos x+ ccos2 x=0 
Ecuaţii trigonometrice care se rezolvă prin descompuneri în factori; 
Ecuaţii simetrice în sin x şi cos x; 
Ecuaţii de forma: 

⇒−=+⇒=++
a

c
xtgxacxbxa cossin:0cossin ϕ  

πϕϕ k
a

c
x k +−−=+ )cosarcsin()1(  

22cossin baxbxa +≤+  

Observaţie importantă: Prin ridicarea la putere a unei ecuaţii 
trigonometrice pot apărea soluţii străine iar prin împărţirea unei ecuaţii 
trigonometrice se pot pierde soluţii; 
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FORMULE     TRIGONOMETRICE 

 
 

1.  

αα

αααα

2

222

cos1sin

;sin1cos1cossin

−±=

−±=⇒=+
R∈α  

2.  

;
cos

1
1

cos

cos1

sin1

sin
2

2
2

2 α
α

α
α

α

αα =+⇒
−

±=
−

±= tgtg  

3.  ;
1

sin;
1

1
cos

22 α

αα
α

α
tg

tg

tg +
±=

+
±=  

4.  βαβαβα sinsincoscos)cos( −=+ ; 

5. βαβαβα sinsincoscos)cos( +=− ; 

6.  αββαβα cossincossin)sin( +=+ ; 

7.  αββαβα cossincossin)sin( −=− ; 

8.  ;
1

)(;
1

)(
βα
βαβα

βα
βαβα

tgtg

tgtg
tg

tgtg

tgtg
tg

⋅+
−

=−
⋅−

+
=+  

9.  

;
1

)(;
1

)(
βα

βαβα
βα

βαβα
ctgctg

ctgctg
ctg

ctgctg

ctgctg
ctg

−
+⋅

=−
+

−⋅
=+

 

10. ;cossin22sin ααα =  

11. ααααα 2222 sin211cos2sincos2cos −=−=−=  

12.  
2

2cos1
sin;

2

2cos1
cos 22 αααα −

=
+

= ; 

13.  ;
2

cos1

2
sin;

2

cos1

2
cos

αααα −
±=

+
±=  

14.  
α
αα

α
αα

cos1

cos1

2
;

cos1

cos1

2 −
+

±=
+
−

±= ctgtg  

15.  ;
2

1
2;

1

2
2

2

2 α
αα

α
αα

ctg

ctg
ctg

tg

tg
tg

−
=

−
=  
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16. ;

2
2

2
1

;

2
1

2
2 2

2 α

α

α
α

α

α
tg

tg

ctg

tg

tg

tg

−
=

−
=  

17.  

;
13

3
3;cos3cos43cos

31

3
3;sin4sin33sin

2

3
3

2

3
3

−
−

=−=

−
−

=−=

α
αααααα

α
αααααα

ctg

ctgctg
ctg

tg

tgtg
tg

 

18.  ;

2

1

sin

cos1

cos1

sin

2 αα
α

α
αα

ctg

tg =
−

=
+

=  

19.  ;

2
1

2
1

cos;

2
1

2
2

sin
2

2

2 α

α

α
α

α

α
tg

tg

tg

tg

+

−
=

+
=  

 

2
cos

2
sin2sinsin

baba
ba

−
⋅

+
=+               

2
cos

2
sin2sinsin

baba
ba

+
⋅

−
=−                                                                      

 

2
sin

2
sin2coscos

baba
ba

−
⋅

+
−=−             

2
cos

2
sin2coscos

baba
ba

+
⋅

−
=+  

 
 
                    
  
 

ba

ba
tgbtga

coscos

)sin(

⋅
−

=−       
ba

ba
ctgbctga

sinsin

)sin(

⋅
+

=+         

ba

ab
ctgbctga

sinsin

)sin(

⋅
−

=−  

ba

ba
tgbtga

coscos

)sin(

⋅
+

=+
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2

)cos()cos(
coscos

baba
ba

−++
=⋅  

 
 
 
 

 

)11arcsin(arcsinarcsin 22 xyyxyx −+−=+  

arcsin x+arccos x=
2

π
         arctg x +arcctg x=

2

π
   

 arctg x+arctg
2

1 π
=

x
          arccos(-x)=π -arccos x 

 
 
 
 
 

 
 
        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2

)sin()sin(
cossin

baba
ba

−++
=⋅

2

)cos()cos(
sinsin

baba
ba

+−−
=⋅
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11. ECUAŢIILE  DREPTEI  ÎN  PLAN 
 
 
1.  Ecuaţia carteziană generală a dreptei: 
                    ax+by+c=0       (d) 
     Punctul  M(x0,y0) 000 =+⋅+⋅⇔∈ cybxad  

2. Ecuaţia dreptei determinată de punctele A(x1,y1), B(x2,y2):  

                  
12

1

12

1

xx

xx

yy

yy

−
−

=
−
−

 

3. Ecuaţia dreptei determinată de un punct M(x0,y0) şi o 
direcţie dată( are panta m) 
                   y-y0=m(x-x0) 
4. Ecuaţia explicită a dreptei (ecuaţia normală):  

                   y=mx+n, unde 
12

12

xx

yy
tgm

−
−

== ϕ  este panta 

dreptei şi n este ordonata la origine. 

5. Ecuaţia dreptei prin tăieturi: .0,,1 ≠=+ ba
b

y

a

x
 

 
6. Fie (d): y=mx+n şi (d’): y=m’x+n’ 

  Dreptele d şi d’ sunt paralele            ⇔ m=m’şi n≠ n’. 
  Dreptele d şi d’ coincid                     ⇔ m=m’şi n=n’. 
  Dreptele d şi d’ sunt perpendiculare ⇔  mm’=  -1. 

        Tangenta unghiului ϕ  a celor două drepte este 

'1

'

mm

mm
tg

⋅+
−

=ϕ  

7. Fie d: ax+by+c=0 şi d’: a’x+b’y+c’=0 cu a’,b’,c’ .0≠ şi 
)',( ddm 〈=θ  

   Dreptele d şi d’ sunt paralele ⇔
''' c

c

b

b

a

a
≠=   
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   Dreptele d şi d’ coincid ⇔
''' c

c

b

b

a

a
==  

  Dreptele d şi d’ sunt concurente ⇔≠⇔
'' b

b

a

a
 

 ab’-ba’ .0≠    

  
2222 ''

''

'

'
cos

baba

bbaa

vv

vv

+⋅+

⋅+⋅
=

⋅

⋅
=θ   unde 

)','('),,( abvabv −− sunt vectorii directori ai dreptelor 

d şi d’. 
  Dreptele d şi d’ sunt perpendiculare, 

0''' =⋅+⋅⇔⊥ bbaadd  

8. Fie punctele A(x1,y1), B(x2,y2), C(x3,y3), D(x4,y4) în plan. 
  Dreptele AB şi CD sunt paralele, AB|| CD 

⇔ CDABîaR αα =∈∃ .*,    sau     mAB=mCD. 
  Dreptele AB şi CD sunt perpendiculare, 

0=⋅⇔⊥ CDABCDAB  
  Condiţia ca punctele A(x1,y1), B(x2,y2), C(x3,y3) să fie 
coliniare este: 

   

                    
12

13

12

13

xx

xx

yy

yy

−
−

=
−
−

 

9. Distanţa dintre punctele A(x1,y1) şi B(x2,y2) este      

( ) ( )212
2

12 yyxxAB −+−=  

    Distanţa de la un punct M0(x0,y0) la o dreaptă h de ecuaţie 
(h): ax+by+c=0 este dată de: 

                         
22

00
0 ),(

ba

cbyax
hMd

+

++
= . 
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12. CONICE 
 
1.CERCUL 
 
Definiţie: Locul geometric al tuturor punctelor din plan egal depărtate de un 
punct fix, numit centru se numeşte cerc. 

 
}|),({),( rOMyxMrOC ==  

1. Ecuaţia generală a cercului  
A(x² + y²) + Bx + Cy + D = 0 
2. Ecuaţia cercului de centru: O(a, b) respectiv O(0, 0) si raza „r” 
(x - a)² + (y + b)² = r² ; x² + y² = r² 
3. Ecuaţia cercului de diametru  A(x1;y1), B(x2; y2) 
(x - x1)(x - x2) + ( y- y1)(y - y2) = 0 
4. Ecuaţia tangentei după o direcţie 

O(0,0) : y = mx ± r m²1+  

O(a,b) : y-b = m(x-a) ± r m²1+  
5. Ecuaţia tangentei în punctul M(x0, y0) 
(x· x0) + (y ·y0) = r² respectiv 
(x - a)(x0 - a) + (y - b)(y0 - b) = r² 
6. Ecuatia normala a cercului 
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x² + y² + 2mx + 2ny + p = 0 cu 
O(-m; -n) şi r² = m² + n² - p 
7. Ecuaţia tangentei în punctul M(x0,y0) 
x · x0 + y · y0 + m(x + x0) + n(y + y0) + p = 0 
8. Distanta de la centrul cercului O(a, b) la dreapta de ecuaţie  
y = mx + n este 

d(0,d) = 
1²

||

+
+−

m

nbma
  sau  ( 

²²

|| 00

ba

cbyax
d

+
+

=
+

) 

 
9. Ecuaţiile tangentelor din punctul exterior M(x0, y0) 
I. Se scrie ecuaţia 4 şi se pune condiţia ca M să aparţină cercului de 
ecuaţie 4. 
II. y - y0 = m(x - x0) 
     x² + y² = r²                    ,  Δ=0 
 
 
2. ELIPSA 

 
Definiţie: Locul geometric al punctelor din plan care au suma 
distanţelor la două puncte fixe, constantă, se numeşte elipsă. 
 
 

 
F,F’- focare, FF’ distanţa focală 
E={ }aMFMFyxM 2'),( =+  

MF,MF’- raze focale 
1. Ecuaţia elipsei 
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1
²

²

²

²
=+

b

y

a

x
  ,     b² = a² - c² 

 
2. Ecuaţia tangentei la elipsă 
    y = mx ± ²²² bma +  

 
3. Ecuaţia tangentei în punctul M(x0, y0) la elipsă 

1
²²

00
=

⋅
+

⋅
b

yy

a

xx
   ,      

0

0

²

²

y

x

a

b
m ⋅−=  

4. Ecuaţiile tangentelor dintr-un punct exterior M(x0, y0) la 
elipsă 
VAR I  Se scrie ecuaţia 2 şi se pune condiţia ca M să aparţină 
elipsei de ecuaţie 2 de unde rezultă m 
VAR II Se rezolvă sistemul  y – y0 = m(x-x0) 

          ,            
cu conditia Δ  = 0 
 

 
 
3. HIPERBOLA 
 
 
Definiţie: Locul geometric al punctelor din plan a căror 
diferenţă la două puncte fixe este constantă, se numeşte 
hiperbolă 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
²

²

²

²
=+

b

y

a

x
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H: = { M(x,y) |  |MF – MF’| = 2a } 

y = ± x
a

b
  --ecuaţia asimptotelor 

 
1. Ecuaţia hiperbolei 

1
²

²

²

²
=−

b

y

a

x
  ,    b² = c² - a²    ;      

Daca a = b => hiperbola echilaterală 
2.Ecuaţia tangentei la hiperbolă 

y = mx ± ²²² bma −  

3.   Ecuaţia tangentei în punctul M(x0, y0) 

1
²²

00
=

⋅
−

⋅
b

yy

a

xx
   ,      

0

0

²

²

y

x

a

b
m ⋅=  

4. Ecuaţiile tangentelor dintr-un punct exterior M(x0, y0) 
VAR I. Se scrie ecuaţia 2 si se pune condiţia ca M să aparţină 
hiperbolei de ecuaţie 2, de unde rezultă m. 
VAR II. Se rezolva sistemul 
y - y0 = m(x - x0) 

1
²

²

²

²
=−

b

y

a

x
          ,        cu Δ  = 0 

 
4. PARABOLA 

 
Definiţie: Locul geometric al punctelor egal depărtate de un punct 
fix, (numit focar) şi o dreaptă fixă (numită directoare), se numeşte 
parabolă. 
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P: = { M(x, y) | MF = MN } 

(d): x = 
2

p
−  ( locul geometric al punctelor din plan de unde putem 

duce tangente la o parabolă). 
1. Ecuaţia parabolei 
y² = 2px 
2. Ecuaţia tangentei la parabolă 

y = mx + 
m

P

2
 

3. Ecuaţia tangentei în M (x0, y0) 
y·y0 = p(x + x0) 
4. Ecuatia tangentelor dintr-un punct exterior M(x0, y0) 
VAR I.  Se scrie ecuaţia 2 şi se pune condiţia ca M∈  (ecuatia 2) => 
m 
VAR II. Se rezolvă sistemul 
y - y0 = m(x - x0) 
y² = 2px                cu Δ  = 0 
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13. ALGEBRA  LINIARĂ 
 

 1. MATRICE. 

Adunarea matricelor    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
tdzc

ybxa

tz

yx

dc

ba
       

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅
⋅⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

taza

yaxa

tz

yx
a  

 Înmulţirea matricelor  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅⋅+⋅
⋅+⋅⋅+⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
tdyczdxc

tbyazbxa

tz

yx

dc

ba
 

Transpusa unei matrice ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
db

ca

dc

ba
T

 

 2. DETERMINANŢI. 

cbda
dc

ba
⋅−⋅= ;               

dbiahfgecfbgchdiea

ihg

fed

cba

⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=

 
Proprietăţi: 
1. Determinantul unei matrice este egal cu determinantul 
matricei transpuse; 
2. Dacă toate elementele unei linii (sau coloane) dintr-o matrice 
sunt nule, atunci determinantul matricei este nul; 
3. Dacă într-o matrice schimbăm două linii(sau coloane) între 
ele obţinem o matrice care are determinantul egal cu opusul 
determinantului matricei iniţiale. 
4. Dacă o matrice are două linii (sau coloane) identice atunci 
determinantul său este nul; 
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5. Dacă toate elementele unei linii(sau coloane) ale unei 
matrice sunt înmulţite cu un element a, obţinem o matrice al 
cărei determinant este egal cu a înmulţit cu determinantul 
matricei iniţiale. 
6. Dacă elementele a două linii(sau coloane) ale unei matrice 
sunt proporţionale atunci determinantul matricei este nul; 
7. Dacă la o matrice pătratică A de ordin n presupunem că 

elementele unei linii i sunt de forma 
'''

ijijij aaa +=  

atunci det A = det A’ +det A’’; 
8. Dacă o linie (sau coloană)  a unei matrice pătratice este o 
combinaţie liniară de celelate linii(sau coloane) atunci 
determinantul matricei este nul. 
9. Dacă la o linie (sau  coloană) a matricei A adunăm 
elementele altei linii (sau coloane) înmulţite cu acelaşi element 
se obţine o matrice al cărei determinant este egal cu 
determinantul matricei iniţiale; 
10. Determinantul Vandermonde:                                                            

))()((

111

222

bcacab

cba

cba −−−= ; 

11. Dacă într-un determinant toate elementele de deasupra 
diagonalei principale sau de dedesubtul ei sunt egale cu zero, 
atunci determinantul este egal cu  fca ⋅⋅ ;                                              

fca

fed

cb

a

⋅⋅=0

00

 

12. Factor comun  

rvu

pnm

zyx

ba

rvu

pbnbmb

zayaxa

⋅⋅=⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
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 3. Rangul unei matrice 
 
         Fie A )(, CM nm∈ , r∈N, ),min(1 nmr ≤≤ . 

Definiţie:   Se numeşte minor de ordinul r al matricei  A, 
determinantul format cu elementele matricei A situate la 
intersecţia celor r linii şi r coloane. 
Definiţie:   Fie A nmO ,≠  o matrice . Numărul natural r este 

rangul matricei A ⇔ există un minor de ordinul r al lui A, 
nenul iar toţi minorii de ordin mai mare decât r+1 (dacă există) 
sunt nuli. 
Teorema:   Matricea A are rangul r ⇔  există un  minor de 
ordin r al lui A iar toţi minorii de ordin r+1 sunt zero. 
Teorema:   Fie A )(),( ,, CMBCM snnm ∈∈ . Atunci orice minor 

de ordinul k , ),min(1 smk ≤≤  al lui AB se poate scrie ca o 
combinaţie liniară de minorii de ordinul k al lui A (sau B). 
Teorema:   Rangul produsului a două matrice este mai mic sau 
egal cu rangul fiecărei matrice. 
Definiţie: )(CM n∈ . A este inversabilă ⇔ det A≠  0.( A este 

nesingulară). 
Teorema: Inversa unei matrice dacă există este unică. 
Observaţii: 1) det (A·B) =det A· det B. 

                  2) *
det

11 A
A

A ⋅=−             

(
1

,))1((* −+ →−=→→ AdAAA jiij

jiτ
) 

                 3) A-1 )(ZM n∈ ⇔ det A = 1± . 

 
Stabilirea rangului unei matrice: 
        Se ia determinantul de ordinul k-1 şi se bordează cu o 
linie (respectiv cu o coloană). Dacă noul determinant este nul 
rezultă că ultima linie(respectiv coloană )este combinaţie 
liniară de celelalte linii (respectiv coloane). 
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Teorema: Un determinant este nul ⇔ una din coloanele 
(respectiv linii) este o combinaţie liniară de celelalte 
coloane(respectiv linii). 
Teorema: Rangul r al unei matrice A este egal cu numărul 
maxim de coloane(respectiv linii) care se pot alege dintre 
coloanele (respectiv liniile) lui A astfel încât nici una dintre ele 
să nu fie combinaţie liniară a celorlalte. 
 
 4. Sisteme de ecuaţii liniare 
 
Forma generală a unui sistem de m ecuaţii cu n necunoscute 
este:   

         (1
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++

=+++

mnmnmm

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

..........

.............................................

...........

2211

11212111

sau 

=∑
=

n

j

jij xa
1

ib  

Unde A (aij) mi ≤≤1  , nj ≤≤1  - matricea coeficienţilor 
necunoscutelor. 

Matricea 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

mmnm

n

baa

baa

A

....

...

...

1

1111

 se numeşte matricea extinsă  

a sistemului. 
Definiţie: Un sistem de numere nααα ,......., 21 se numeşte 

soluţie a sistemului  (1) ⇔  

miba i

n

j

jij ,1,
1

==∑
=

α . 

Definiţie: 
 - Un sistem se numeşte incompatibil ⇔ nu are soluţie; 
 - Un sistem se numeşte compatibil ⇔  are cel puţin o soluţie; 
 - Un sistem se numeşte compatibil determinat ⇔  are o 
singură  soluţie; 
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 - Un sistem se numeşte compatibil nedeterminat ⇔  are o 
infinitate de  soluţii; 
 
 
                    Rezolvarea matriceală  a unui sistem 
  Fie A, )(CMB n∈ . 

 

njba
A

XBAXBXAA i

n

i

ijj ,1,
det

1

1

11 =⋅⋅=⇒⋅=⇒=⋅ ∑
=

−− . 

 
                     Rezolvarea sistemelor prin metoda lui Cramer: 

Teorema lui Cramer: Dacă det A 0≠Δnot , atunci sistemul 

AX=B are o soluţie unică  Xi=
Δ
Δi . 

 
Teorema lui Kronecker- Capelli: Un sistem de ecuaţii liniare 
este compatibil ⇔  rangul matricei sistemului este egal cu 
rangul matricei extinse. 
 
Teorema lui Rouche: Un sistem de ecuaţii  liniare este 
compatibil ⇔ toţi minorii caracteristici sunt nuli. 
 
Notăm cu m-numărul de ecuaţii; 
                  n- numărul de necunoscute; 
                  r -rangul matricei coeficienţilor. 
 

I m=n=r Sistem compatibil 
determinat 

0≠Δ  

II m=r n〈  Sistem compatibil 
nedeterminat 

Minorul 
principal este 
nenul 

 
 
III 
 

 
 
n=r m〈  

Sistem compatibil 
determinat   sau 
 

Dacă toţi 
minorii 
caracteristici 
sunt nuli 
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Sistem 
incompatibil 

Există cel 
puţin un minor 
caracteristic 
nenul 

IV mrnr 〈〈 ,  Sistem compatibil 
nedeterminat sau 

Dacă toţi 
minorii 
caracteristici 
sunt nuli 

Sistem 
incompatibil 

Există cel 
puţin un minor 
caracteristic 
nenul 

 
Teorema: Un sistem liniar şi omogen admite numai soluţia 
banală ⇔ 0≠Δ  
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14. SIRURI DE NUMERE REALE 
 
1.  Vecinătăţi. Puncte de acumulare.  
 
Definiţia 1 : Se numeşte şir , o funcţie f : N → R definită prin f(n) = 
a n . 

Notăm ( ) ..,.........,,....,.........,,: 321210 aaasauaaaa
Nnn ∈  

Orice şir are o infinitate de termeni;   a n este termenul general al 

şirului ( )
Nnna ∈ . 

Definiţia 2 : Două şiruri ( )
Nnna ∈ , ( )

Nnnb ∈  sunt egale 

Nknba nn ∈≥∀=⇔ ,  

Definiţia 3:  Fie a ∈R. Se numeşte vecinătate a punctului a∈R, o 
mulţime V pentru care ∃   ε >0 şi un interval deschis centrat în a de 
forma (a- ε , a+ ε) ⊂  V. 

Definiţia 4:  Fie D ⊆R. Un punct α ∈  R   se numeşte punct de 
acumulare pentru D dacă în orice vecinătate a lui  α   există cel puţin 
un punct din D-{ }α ⇔  V ∩(D-{ }α ) ≠ Ǿ. Un punct x∈D care nu e 

punct de acumulare se numeşte punct izolat.  
 
 2.  Şiruri convergente 
 

Definiţia 5 : Un şir ( )
Nnna ∈  este convergent către un număr a ∈ R  

dacă în orice vecinătate a lui a se află toţi termenii şirului cu excepţia 

unui număr finit şi scriem a n a
n
⎯⎯ →⎯ ∞→ sau 

∞→
=

n

aanlim
 

a se numeşte limita şirului . 
Teorema 1: Dacă un şir e convergent , atunci limita sa este unică. 
Teorema 2: Fie ( )

Nnna ∈  un şir de numere reale. Atunci: 

( )
Nnna ∈  este monoton crescător ⇔  a n Nnan ∈∀≤ + ,1  sau 

1,0 1
1 ≥≥− +
+

n

n
nn

a

a
sauaa ; 
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( )
Nnna ∈  este stict crescător        ⇔  a n Nnan ∈∀〈 + ,1     sau 

1,0 1
1 〉〉− +
+

n

n
nn

a

a
sauaa ; 

( )
Nnna ∈    este monoton descrescător  ⇔  a n Nnan ∈∀≥ + ,1     sau 

1,0 1
1 ≤≤− +
+

n

n

nn
a

a
sauaa ; 

( )
Nnna ∈    este strict descrescător    ⇔  a n Nnan ∈∀〉 + ,1     sau 

1,0 1
1 〈〈− +
+

n

n

nn
a

a
sauaa . 

Definiţia 6. Un şir   ( )
Nnna ∈  este mărginit   ⇔    ∃  M  ∈  R astfel 

încât Man ≤        sau 

                                                                              

βαβα ≤≤∈∃ naîncâtastfelR,   . 

Teorema 3: Teorema lui Weierstrass:    Orice şir monoton şi 
mărginit este convergent.         
Definiţia 7:  Dacă un şir are limită finită ⇒  şirul este convergent. 

Dacă un şir are limită infinită ⇒∞−∞+ sau şirul este 

divergent. 
Teorema 4: Orice şir convergent are limită finită şi este mărginit dar 
nu neapărat monoton. 
Teorema 5:  Lema lui Cesaro: 
Orice şir mărginit are cel puţin un subşir convergent. 
Definiţia 8: Un şir e divergent fie dacă nu are limită, fie dacă are o 
limită sau dacă admite două subşiruri care au limite diferite. 
OBS: Orice şir crescător are limită finită sau infinită. 
Teorema 6:  Dacă ( )

Nnna ∈ ∈ *
+R este un şir strict crescător şi 

nemărginit atunci  

∞→

=⇒+∞=

n

a
a

n

n 0
1

limlim
. Un şir 

descrescător cu termenii pozitivi este mărginit de primul termen şi de 
0. 
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3. Operaţii cu şiruri care au limită 
 
Teorema 7: Fie ( )

Nnna ∈ , ( )
Nnnb ∈  şiruri care au limită: 

a n a
n
⎯⎯ →⎯ ∞→ , b n b

n
⎯⎯ →⎯ ∞→ . 

Dacă operaţiile 
a+b,ab   

ităaua
b

a
baababa

şirurileatuncisensaua
b

a

nb

n

n

n
nnnnnnn

b

lim,,,,,

,

⋅⋅−+ α
. 

lim( nn ba + )= lim na +lim nb ;                    

lim( nn ba ⋅ )=lim na .lim nb ;                   

n ∞→          n ∞→     n ∞→   

 lim( na⋅α )=α·lim na ;                                lim  
n

n

n

n

b

a

b

a

lim

lim
=              

lim nn b

n

b

n aa
lim)(lim=  

 
( ) ( )nana aa limlogloglim =                

k
n

k
n aa limlim =  

 
Prin convenţie s-a stabilit:  ∞+∞=∞ ;  a+∞=∞,a∈R;  a+(-∞)=-∞; -
∞+(-∞)=-∞; a·∞=∞ ,a>0; 

a·∞=-∞,a<0;  ∞·(-∞)=-∞;  -∞·(-∞)=∞; =∞∞=∞ −∞∞ ; 0;  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

〈

〉∞
=∞=∞

0,0

0,
;00

adacă

adacă
a  

Nu au sens operaţiile: ∞-∞, 0·(±∞); .,1,1, 0∞
∞±
∞± ∞−∞  

 

Teorema 8: Dacă aabşibaa
nnnnn ⎯⎯ →⎯⇒→≤− ∞→0  

                    Dacă ∞⎯⎯ →⎯⇒∞→≥ ∞→nnnnn abşiba  
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                    Dacă −∞⎯⎯ →⎯⇒−∞→≤ ∞→nnnnn abşiba  

                    Dacă aaaa
nnnn ⎯⎯ →⎯⇒⎯⎯ →⎯ ∞→∞→ . 

                    Dacă 00 ⎯⎯ →⎯⇒⎯⎯ →⎯ ∞→∞→ nnnn aa . 

 
Teorema 9: Dacă şirul ( )

Nnna ∈ este convergent la zero, 

iar ( )
Nnnb ∈ este un şir mărginit, atunci şirul produs nn ba ⋅ este 

convergent la zero. 
 
 
 
 4. Limitele unor şiruri tip 
 
 

 N

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−≤

〉∞

=

−∈

=
∞→

1,

1,

1,1

)1,1(,0

lim

qdacăexist ănu

qdacă

qdacă

qdacă

q n

n

               

N ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

〈∞−

〉∞
=+++ −

∞→ 0,

0,
....lim

0

01
10

a

a
anana p

pp

n

 

 

    N

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

〈〉∞−

〉〉∞

=

〈

=
++⋅+⋅

++⋅+⋅
−

−

∞→

.0,

0,

,

,0

.....

.......
lim

0

0

0

0

0

0

1
10

1
10

b

aşiqpdacă

b

aşiqpdacă

qpdacă
b

a

qpdacă

bnbnb

anana

q

qq

p

pp

n
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lim ......71,2
1

1 ≈=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + e

n

n

  lim e
x

nx

n

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

1
1  

n→∞                                     x n  →∞              

 

 lim ( ) ex nx
n =+

1

1            lim 1
sin

=
n

n

x

x
 

  x n→0                             x n→0      

    

 lim 1
arcsin

=
n

n

x

x
     lim 1=

n

n

x

tgx
 

 x n→0                               x n→0 

 

  lim 1=
n

n

x

arctgx
       lim 1

1ln( ) =
+

n

n

x

x
   

  x n→0                            x n→0            

 
                                                              

  lim a
x

a

n

xn

ln
1
=

−
       lim

( )
r

x

x

n

r

n =
−+ 11

 

   x n→0                               x n→0      

      
 

  lim ∞=
p

n

x

x

e n

            lim 0
ln

=
p

n

n

x

x
 

  x n  →∞                         x n  →∞           
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15.  LIMITE DE FUNCŢII 

 
 
Definiţie: O funcţie f:D RR →⊆ are limită laterală la stânga ( 
respectiv la dreapta) în punctul de acumulare 

∈⇔ slexistăx0 R (respectiv ∈dl R) a. î. lim f(x)= sl , 

(respectiv lim f(x) = dl ). 

                  
0

0

xx

xx

〈
→

                    
0

0

xx

xx

〉
→

 

 
Definiţie: Fie  f:D RR →⊆ , Dx ∈0 un punct de acumulare. 

Funcţia f are limită în )()( 000 xlxlx ds =⇔  

 
Proprietăţi:  
1.          Dacă lim f(x) există, atunci această limită este unică.     

0xx→  

2. Dacă lim f(x) =l atunci   
0

.)(lim

xx

lxf

→

=
  

             0xx→        Reciproc nu. 

3. Dacă    
0

0)(lim0)(lim

xx

xfxf

→

=⇒=
         

4. Fie f,g:D RR →⊆ , ∃  U o vecinătate a lui Dx ∈0  astfel 

încât  f(x)≤  g(x) { }0xUDx −∈∀ ∩  şi dacă există 

00 ,

)(lim),(lim

xxxx

xgxf

→→

⇒

00

)(lim)(lim

xxxx

xgxf

→→

〈
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5. Dacă { }

.)(lim)(lim)(lim

)()()( 0

lxglxhxf

şixUDxxhxgxf

=∃⇒==∃

−∈∀≤≤ ∩  

                                                                                   
x→x0            x→x0                              x→x0 

6. 

 Dacă 

{ }

lxfxg

şixUDxxglxf

=⇒=

−∩∈∀≤−

)(lim0)(lim

)()( 0

 

7.

0)()(lim

)(..00)(lim

=⋅⇒

≤〉∃=

xgxf

MxgîaMşixfDacă . 

 

8. 

.)(lim

(lim)()(

.)(lim

)(lim)()(

−∞=⇒

−∞=≤

+∞=⇒

+∞=≥

xf

xgşixgxfDacă

xf

xgşixgxfDacă

 

 
 
OPERAŢII CU FUNCŢII  

11
2

1
212121

21

,,,,,

)(lim,)(lim

2 ll
l

l
lllllloperatiilesens

auşilxglxfexistăDacă
l⋅−+

==
 

atunci: 
1. lim(f(x) ± g(x))= 21 ll ± .                          

2. limf(x)g(x)= 21 ll ⋅  
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3.lim
2

1

)(

)(

l

l

xg

xf
=       

4.lim 2

1
)()( lxg lxf =  

5.lim 1)( lxf =  

 
 
 
 
 
P(X)=a0x

n + a1x
n-1 + ……………..+an ,a0≠ 0                

lim
±∞⎯→⎯x

naxP )()( 0 ±∞=  

   
 

 
   
 
 

  0, dacă q ( )1,1−∈  

lim
∞⎯→⎯x

 qx =  1, dacă q=1 

  ∞ , dacă q>1 
  nu 

există, 
dacă q 1−≤  
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N

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

〈〉∞−

〉〉∞

=

〈

=
++⋅+⋅

++⋅+⋅
−

−

∞→

.0,

0,

,

,0

.....

.......
lim

0

0

0

0

0

0

1
10

1
10

b

a
şiqpdacă

b

a
şiqpdacă

qpdacă
b

a

qpdacă

bxbxb

axaxa

q

qq

p

pp

x

 

    
 
 
  a>1        ∞=

∞⎯→⎯

x

x

alim        0lim =
−∞⎯→⎯

x

x

a  

  a )1,0(∈  0lim =
∞⎯→⎯

x

x

a          ∞=
−∞⎯→⎯

x

x

alim  

  a>1       ∞=
∞⎯→⎯

xa

x

loglim      −∞=
⎯→⎯

xa

x

loglim
0

 

 a )1,0(∈  −∞=
∞⎯→⎯

xa

x

loglim    ∞=
⎯→⎯

xa

x

loglim
0

 

 lim
0⎯→⎯x

1
sin

=
x

x
           

( )

( )
( ) 1

sin
lim

0

=
⎯→⎯ xu

xu

xu

 

  lim
0⎯→⎯x

1=
x

tgx
            

( )

( )
( ) 1lim

0

=
⎯→⎯ xu

xtgu

xu

 

lim
0⎯→⎯x

1
arcsin

=
x

x
     

( )

( )
( ) 1

arcsin
lim

0

=
⎯→⎯ xu

xu

xu

 

lim
0⎯→⎯x

1=
x

arctgx
      

( )

( )
( ) 1lim

0

=
⎯→⎯ xu

xarctgu

xu

 

lim
0⎯→⎯x

( ) ex x =+
1

1    
( )

( )( ) ( ) exu xu

xu

=+
⎯→⎯

1

0

1lim  
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e
x

x

x

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

∞⎯→⎯

1
1lim      

( ) ( )

( )

0
1

1lim =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

∞⎯→⎯

xu

xu xu
 

 

lim
0⎯→⎯x

( )
1

1ln
=

+
x

x
      

( )

( )( )
( ) 1

1ln
lim

0

=
+

⎯→⎯ xu

xu

xu

 

 

lim
0⎯→⎯x

a
x

a x

ln
1
=

−
     

( ) ( ) a
xu

a xu

xu

ln
1)(

0
lim =

−

⎯→⎯

    

 

lim
0⎯→⎯x

( )
r

x

x
r

=
−+ 11

  
( )

( )( )
( ) r
xu

xu
r

xu

=
−+

⎯→⎯

11
lim

0

 

 

0lim =
∞⎯→⎯

x

k

x a

x
              

( )

( )
( ) 0lim =

∞⎯→⎯
xu

k

xu a

xu
 

 

lim
∞⎯→⎯x

0
ln

=
kx

x
           

( )

( )
( )

0
ln

lim =
∞⎯→⎯

k
xu xu

xu
 

 
 
 
 

                        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 63

 
16. FUNCŢII CONTINUE 

 
DEFINIŢIE.  O funcţie f : D ⊂ R → R se numeşte continuă în 
punctul de acumulare x0 ∈D ⇔ oricare ar fi vecinătatea V a lui f(x0) , 
există o vecinătate U a lui x0, astfel încât pentru orice 

 x ∈ U ∩ D ⇒ f(x) ∈ V. 

 

DEFINIŢIE.  f : D ⊂ R → R este continuă în x0 ∈ D ⇔ f are limită în 
x0  şi lim f(x) = f(x0)   
sau ls (x0 ) = ld (x0 ) = f(x0). 

x0  se numeşte punct de continuitate. 
Dacă funcţia nu este continuă în x0 ⇒  f.se numeşte discontinuă  în x0  
şi x0 se numeşte  punct de discontinuitate. Acesta poate fi: 

- punct de discontinuitate de prima speţă dacă ls (x0 ), ld (x0 ) 
finite, dar ≠ f(x0); 

- punct de discontinuitate de a doua speţă dacă cel puţin o 
limită laterală e infinită sau nu există.  

 
DEFINIŢIE. f  este continuă pe o mulţime ( interval) ⇔ este 
continuă în fiecare punct a mulţimii ( intervalului).  

• Funcţiile elementare sunt continue pe domeniile lor de 
definiţie. 

Exemple de funcţii elementare: funcţia constantă c, funcţia 
identică x, funcţia polinomială f(x) = a0x

n + a1x
n-1 + .......an , funcţia 

raţională f(x)/g(x), funcţia radical n xf )(   , funcţia logaritmică log 

f(x), funcţia putere xa, funcţia exponenţială ax, funcţiile 
trigonometrice sin x, cos x, tg x, ctg x. 

 

 
        PRELUNGIREA PRIN CONTINUITATE A UNEI   FUNCŢII 
ÎNTR-UN PUNCT DE ACUMULARE 

 
DEFINIŢIE. Fie f : D ⊂ R → R. Dacă f are limita 
 l ∈ R în punctul de acumulare x0 ∉ D ⇒ 

f: D ∪ {  x0} →R, f(x) =
⎩
⎨
⎧

=
∈

0,

),(

xxl

Dxxf
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este o funcţie continuă în x0  şi se numeşte prelungirea prin 
continuitate a lui f în x0.      

 

OPERAŢII CU FUNCŢII CONTINUE  
 

T1. Dacă f,g:D→R sunt continue  în x0 

( respectiv pe D) atunci f+g, αf, f•g,f/g, fg, f   

sunt continue în x0  ( respectiv pe D); α ∈ R, g ≠ 0. 

 

T2. Dacă f:D→R e continuă în x0 ∈D ( respectiv pe D) ⇒ )(xf  e 

continuă în  x0 ∈ ( respectiv pe D). 
Reciproca nu e valabilă. 

 
T3. Fie f:D→R continuă în în x0 ∈A şi g:B →A continuă în x0 ∈B,  
atunci g•f  e continuă în x0 ∈A. 

 

lim f( g (x) = f( lim g(x)) 

x→x0                          x→x0 

 
Orice funcţie continuă comută cu limita. 

 

PROPRIETĂŢILE FUNCŢIILOR CONTINUE PE UN INTERVAL 
 

LEMĂ. Dacă f este o funcţie continuă pe un interval [ a,b] şi dacă are 
valori de semne contrare la extremităţile intervalului  
( f(a) • ( f(b) <0 ) atunci există cel puţin un punct c ∈ ( a,b)  
 astfel încât  f(c) = 0. 

• Dacă f este strict monotonă pe [ a,b] ⇒ ecuaţia  f(x) = 0 are 
cel mult o rădăcină  în intervalul  ( a, b). 
  
f  este strict monotonă ⇔  f: I →J  - continuă 
                     f(I) =J  - surjectivă 
                                                       f - injectivă 
Orice funcţie continuă pe un interval compact este mărginită şi îşi 
atinge  marginile. 
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STABILIREA SEMNULUI UNEI FUNCŢII 
 
PROP. O funcţie continuă pe un interval, care nu se anulează pe 
acest interval păstrează semn constant pe el. 
DEFINIŢIE.  Fie f : I ⊂ R → R ( I = interval) f  are proprietatea lui 
Darboux.  
 ⇔ ∀ a,b ∈ I cu a < b şi ∀ λ ∈ ( f(a), f(b)) sau λ ∈ ( f(b), 

f(a)) ⇒∃ c ∈ ( a,b), a.î. f(c) = λ. 

  

TEOREMĂ. Orice funcţie continuă pe un  

interval are P.D. 

Dacă f :I → R  are P.D. atunci ⇒ f( I) e interval. 
( Reciproca e în general falsă). 
 
     CONTINUITATEA FUNCŢIILOR INVERSE 
 
T1. Fie f : I ⊂ R → R o funcţie monotonă a.î. 
f( I) e interval. Atunci f este continuă. 
 
T2. Orice funcţie continuă şi injectivă pe un 
 interval este strict monotonă pe acest interval.  
 
T3. Fie f : I → R, I, J ⊂ R intervale.  
Dacă f e bijectivă şi continuă atunci inversa sa 
 f-1 e continuă şi strict monotonă. 
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17.  DERIVATE 

   
   FUNCŢIA                   DERIVATA 
 
     C                         0 
     x                         1 
 
     xn                                      nxn-1       

 

     xa                                       axa-1        

 

        ax                                      a x lna 
  

         ex                                      e x  

     
x

1                          -
2

1

x
 

    
nx

1                        -
1+nx

n  

    x                         
x2

1  

   n x                         
n nxn 1

1
−

 

   sin x                      cosx 
   cos x                      -sinx 

   tg x                       
x2cos

1  

   ctg x                     -
x2sin

1  

  arcsin x                 
21

1

x−
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  arccos x                     -
21

1

x−
 

   arctg x                          
21

1

x+
 

   arcctg x                       -
21

1

x+
 

   lnx                                  
x

1  

   log a x                            
ax ln

1  

   (uv)’  =         v. uv-1.u’ + uv.v’.lnu  
 

    f(x)=
dcx

bax

+
+

        f’(x)= 2)( dcx

dc

ba

+
 

 
 

REGULI DE DERIVARE 
 
 

                                      (f.g)’=f’g+fg’ 
 

( )'
fχ = 'fχ  

'

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
g

f
=

2

''

g

fggf −
 

      ( ) ( )
)(

1
)(

0
'0

'1

xf
xff =−  
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18. STUDIUL FUNCŢIILOR 
CU AJUTORUL DERIVATELOR 

 
Proprietăţi generale ale funcţiilor derivabile . 
 
1.Punctele de extrem ale unei funcţii. 
   Fie Ι un interval şi f:Ι→R. 
Definiţie. Se numeşte punct de maxim (respectiv de minim)(local) al 
funcţiei f , un punct ∈a Ι pentru care există o vecinătate V a lui a  

astfel încât ( ) ( ) ( )( ) ( )∀≥≤ afxfrespectivafxf . ∈x V. 

•Un punct de maxim sau de minim se numeşte punct de extrem. 
• a se numeşte punct de maxim(respectiv de minim) global dacă 
( ) ( ) ( ) ( )( )afxfrespafxf ≥≤ . . ∀ ∈x Ι. 

 
Obs.1.O funcţie poate avea într-un interval mai multe puncte de 
extrem.(vezi desenul). 
 
Obs.2.O funcţie poate avea într-un punct a un maxim (local), fără a 
avea în a cea mai mare valoare din interval.(vezi desenul 
( ) ( )cfaf < ).  

 
 
 

 
 

-puncte de maxim 
 
 
 
 

-puncte de minim 
 

 
                                                            
      
 
  

( )( ) ( )( )cfcafa ,,,

( )( ) ( )( )dfdbfb ,,,
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TEOREMA LUI FERMAT 
 

Dacă f este o funcţie derivabilă pe un interval Ι si 
0

0 Ix ∈ un punct 

de extrem,atunci ( ) 00
' =xf . 

 Interpretare geometrică: 
•Deoarece ( ) ⇒= 00

' xf tangenta la grafic în punctul ( )( )00 , xfx  

este paralelă cu OX. 
Obs.1. Teorema este adevărată şi dacă funcţia este derivabilă numai 
în punctele de extrem. 
Obs.2. Condiţia ca punctul de extrem 0x să fie interior intervalului 

este esenţială. 
(dacă ar fi o extremitate a intervalului I atunci s-ar putea ca 

( ) 00
' ≠xf ). Ex. ( ) .xxf =  

Obs.3. Reciproca T. lui FERMAT nu este adevărată.(se pot găsi 

funcţii astfel încât ( ) 00
' =xf dar 0x să nu fie punct de extrem). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

• Soluţiile ecuaţiei ( ) 0' =xf se numesc puncte critice . Punctele de 

extrem se găsesc printre acestea. 
• Teorema lui Fermat dă condiţii suficiente (dar nu si necesare) 
pentru ca derivata într-un punct să fie nulă. 
O altă teoremă care dă condiţii suficiente pentru ca derivata să se 
anuleze este : 
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   TEOREMA LUI ROLLE. 
Fie :f I→R, ∈ba, I, .ba < Dacă: 
1. f este continuă pe [ ];,ba  

2. f este derivabilă pe ( )ba, ;  

3. ( ) ( ),bfaf = atunci ∃ cel puţin un punct ( )bac ,∈  a.î ( ) .0' =cf  

 
INTEPRETAREA GEOMETRICA 
 
Dacă funcţia f are valori egale la extremităţile unui interval 

[ ],,ba atunci există cel puţin un punct în care tangenta este paralelă 
cu axa ox . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Consecinţa 1. Între două rădăcini ale unei funcţii derivabile se află 
cel puţin o rădăcină a derivatei. 
Consecinţa 2. Între două rădăcini consecutive ale derivatei se află 
cel mult o rădăcină a funcţiei. 
 
 
TEOREMA LUI LAGRANGE (sau a creşterilor finite) 
 
  Fie :f I →R,I (interval, ∈ba, I, .ba <  Dacă: 
1. f este continuă pe [ ]ba,  
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2. f este derivabilă pe ( ),,ba atunci există cel puţin un punct 

( )bac ,∈  a.î să avem                            

( ) ( ) ( ).' cf
ab

afbf
=

−
−

 

 
INTERPRETAREA GEOMETRICĂ  
 
Dacă graficul funcţiei f admite tangentă în fiecare punct(cu excepţia 

eventual,a extremităţilor) există cel puţin un punct de pe grafic(care 
nu coincide cu extremităţile), în care tangenta este paralelă cu coarda 
care uneşte extremităţile. 
 

( ) ( )
ab

afbf
tg

−
−

=α   tangenta la grafic în M are coeficientul. 

unghiular ( )cf ' dar  

( ) ( ) ( )
ab

afbf
cf

−
−

='  

Obs.1. Daca ( ) ( )⇒= bfaf Teorema  lui Rolle. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Consecinţa 1. Dacă o funcţie are derivata nula pe un interval,atunci 
ea este constanta pe acest interval. 
•Dacă o funcţie are derivata nula pe o reuniune disjuncta de 
intervale proprietate nu mai rămâne adevărată în general. 

Expl. ( ) ( )3,21,0: ∪f  ( ) ( )
( )⎩

⎨
⎧

∈
∈

=
3,2,2

1,0,1

x

x
xf  



 72

Consecinţa 2. Dacă f si g sunt două funcţii derivabile pe un 

interval I şi dacă au derivatele egale '' gf = atunci ele diferă  
printr-o constantă.  .cgf =− Rc∈  

•Dacă f si g sunt definite pe o reuniune disjunctă de intervale, 

proprietatea e falsă în general.   Expl. ( ) tgxxf =  

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈+

=
ππ

π

2
,1

2
,0,1

,

xtgx

xtgx

xg  

Consecinţa 3. 

Daca ( ) 0' >xf  pe I ⇒ f e strict crescătoare pe I. 

Daca ( ) 0' <xf  pe I ⇒  f e strict descrescătoare I. 

Consecinţa 4.  ,: Rif →  Ix ∈0  Daca ( ) ( )
−

∈== Rlxfxf ds 0
'

0
' . 

f⇒ are derivata în 0x şi ( ).0
' xf=  

Dacă fl ⇒∞< e derivabila in .0x  

Consecinţa 5.Daca ( ) 0' ≠xf pe I 'f⇒ păstrează semn constant pe 

I. 
 
 

ETAPELE REPREZENTĂRII 
GRAFICULUI UNEI FUNCŢII 

 
 

 
1. Domeniul de definiţie; 
2. Intersecţia graficului cu axele de coordonate : 
Intersectia cu axa Ox conţine puncte de forma{x,0},unde x este 
o  rădăcină a ecuaţiei f(x)=0 {daca există}. 
Intersecţia cu axa Oy este un punct de forma {0,f{0}} {dacă 
punctul 0 aparţine domeniului de definitie} 
3. Studiul continuităţii funcţiei pe domeniul de definiţie : 
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Dacă funcţia este definită pe R se studiază limita funcţiei la 
∞±  iar dacă este definită pe un interval se studiază limita la 

capetele intervalului. 
4.Studiul primei derivate : 
a. Calculul lui f’. 
b. Rezolvarea ecuaţiei f’(x)=0.Rădăcinile acestei ecuaţii vor fi 
eventuale puncte de maxim sau de minim ale functiei ; 
c. Stabilirea intervalelor pe care semnul lui f este constant. 
Acestea reprezinta intervalele de monotonie pentru f. 
5.Studiul derivatei a doua : 
a.Se calculează f’’ 
b.Se rezolva ecuatia f’’(x)=0. Rădăcinile acestei ecuaţii vor fi 
eventuale puncte de inflexiune ale graficului 
c.Determinarea intervalelor pe care semnul lui f este constant. 
Astfel,pe intervalele pe care f’’>0 functia este convexă şi pe 
cele pe care f’’<0, funcţia eate concavă. 
6.Asimptote : 
a. Asimptotele orizontale sunt drepte de forma y=a, unde 
 a= N )(lim xf

x ±∞→

dacă cel puţin una din aceste limite are sens şi 

există în R. 
b) Asimptotele verticale sunt drepte de forma x=x0, dacă există 
cel puţin o limită laterală a funcţiei în  x0, infinită. 
c) Asimptotele oblice sunt drepte de forma y=mx+n, unde 

N N RmxxfnsiR
x

xf
m

xx

∈−=∈=
∞→∞→

))((lim
)(

lim , analog şi pentru 

-∞. 
7. Tabelul de variaţie; 
8. Trasarea graficului. 
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19. PRIMITIVE 
 
 Primitive. Proprietăţi. 
 Fie  I  un interval din R. 
Definiţia 1. Fie f: I → R. Se spune că f admite primitive pe I 
dacă ∃F : I →R astfel încât 
               a) F este derivabilă pe I; 
               b) F’(x) =f(x), ∀  x ε I. 
F se numeşte primitiva lui f. ( I poate fi şi o reuniune finită disjunctă de 
intervale). 
 

Teorema  1.1          Fie f : I → R. Dacă RIFF →:,
21

sunt 

două primitive ale funcţiei f, atunci există o constantă c ∈R 
astfel încât ∀+= ,)()(

21
cxx FF x∈I. 

Demonstraţie : Dacă FF 21
, sunt primitive atunci FF 21

, sunt 

derivabile )()(')(
2

'

1
xfxx FF ==⇒   ∀ x ε I 

⇔ 0)(')()()(
2

'

1

'

21
=−=− xxx FFFF , x ε I. 

cxx FF =−⇒ )()(
21

, c= constantă  
OBS 1. Fiind dată o primitivă F 0

a unei funcţii, atunci orice primitivă F a 

lui f  are forma F = 0F  + c , c= constantă 
⇒  f admite o infinitate de primitive. 
OBS 2. Teorema nu mai rămâne adevărată dacă I este o reuniune disjunctă 
de intervale Expl:  f: R- }{0 ,   f(x) = x² 

                              F = 
3

3x
,  G=  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+

+

2
3

1
3

3

3

x

x

               

F, G sunt primitive ale lui f dar F-G nu e constantă . Contradicţie cu  T 1.1 
OBS 3. Orice funcţie care admite primitive are Proprietatea lui Darboux. 
Se ştie că derivata oricărei funcţii are Proprietatea lui Darboux , rezultă că  f 
are Proprietatea lui Darboux.  F’ =f. 
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OBS 4. Dacă I este interval şi f(I) { }Ixxfdef ∈/)( nu este interval 

atunci f nu admite primitive. 
Dacă presupunem că f admite primitive atunci din OBS 3 rezultă că f are P 
lui Darboux, rezultă f(I) este interval ceea ce este o contradicţie. 
OBS 5. Orice funcţie continuă definită pe un interval  admite primitive. 
 
Definiţia 2. Fie f: I →R o funcţie care admite primitive. 
Mulţimea tuturor primitivelor lui f se numeşte integrala 

nedefinită a funcţiei f şi se notează prin simbolul ∫ )(xf dx. 

Operaţia de calculare a primitivelor unei funcţii(care admite 
primitive ) se numeşte integrare. 

Simbolul ∫ a fost propus pentru prima dată de Leibniz, în 

1675. 
Fie F(I)= { }RIf →:  Pe această mulţime se introduc operaţiile 
: 
  (f+g)(x) =f(x)+ g(x) ,  

  (αf)(x)=α.f(x) Rx∈∀ ,α constantă 

C= { }RfRIf ∈→ /:  

∫ )(xf dx ={ }fluiaprimitivăFIFF /)(∈ . 

 
 
 
 

F 

P.D 
P C D
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Teorema 1.2 Dacă f,g:I→ R sunt funcţii care admit 
primitive şi α ∈  R, α ≠0, atunci funcţiile f+g, αf admit  
de asemenea primitive şi au loc relaţiile: 
∫(f+g) =∫f +∫g, ∫αf=α∫f, α≠0, ∫f =∫f +C 
 
 
Formula de integrare prin părţi. 
 
 
Teorema 1.1   Dacă f,g:R→R sunt funcţii derivabile cu 
derivatele continue, atunci funcţiile fg, f’g, fg’ admit 
primitive şi are loc relaţia:  

∫ f(x)g’(x)dx =f(x)g(x)- ∫  f’(x)g(x)dx 

 
 Formula schimbării de variabilă   
(sau metoda substituţiei). 
Teoremă: Fie I,J intervale din R şi 

:,:,: ileproprietatcufunctiiRJfJI →→ϕ  

1)ϕ  este derivabilă pe I; 

2) f admite primitive. (Fie F o primitivă a sa.) 
Atunci funcţia (f oϕ )ϕ ’ admite primitive, iar funcţia F oϕ  este o 

primitivă a lui (f oϕ )ϕ ’ adică: 

( )( ) ( ) CFodtttf +=⋅∫ ϕϕϕ '  

                 
5. Integrarea funcţiilor trigonometrice 
 
Calculul integralelor trigonometrice se poate face fie folosind 
formula integrării prin părţi, fie metoda substituţiei. În acest caz 
se pot face substituţiile: 
1. Dacă funcţia este impară în sin x,  
R(-sin x,cos x)=-R(sin x,cos x) atunci cos x=t. 
2. Dacă funcţia este impară în cos x,  
R(sin x,-cos x)=-R(sin x,cos x) atunci sin x=t. 
3. Dacă funcţia este pară în raport cu ambele variabile R(-sin x,-cos 
x) atunci tg x=t. 
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4. Dacă o funcţie nu se încadrează în cazurile 1,2,3,atunci se 
utilizează substituţiile universale: 
                                   

21

1
cos,

1

2
sin

2

2

2

x
tgtunde

t

t
x

t

t
x =

+
−

=
+

=  

5. Se mai pot folosi şi alte formule trigonometrice: 
          sin 2x=2sin x .cos x,  

2

2cos1
cos

2

2cos1
sin 22 x

x
x

x
+

=
−

=  

 
Integrarea funcţiilor raţionale 
 
Definiţie: O funcţie f:I→R , I interval, se numeşte raţională dacă 

R(x)= ,,0)(,
)(

)(
Ixxg

xg

xf
∈≠ unde f,g sunt funcţii polinomiale.  

Dacă grad f ≥ grad g, atunci se efectuează împărţirea lui f la g 
⇒ f=gq+r, 0≤ grad r<grad g şi deci 

.

)(.
)(

)(
)(

)(

)(
)(

simplerationalefunctiidesumacascrierea

facesexRPentru
xg

xr
xq

xg

xf
xR +==

 

 
 
PRIMITIVELE  FUNCŢIILOR  CONTINUE  SIMPLE 
 

1.  ∫ ∈+⋅= RcCxccdx ,   

    

2.  C
n

x
dxx

n
n +

+
=∫

+

1

1

   

 

3.  C
x

dxx +
+

=
+

∫ 1

1

α

α
α

                  

 

4.   ∫ += C
a

a
dxa

x
x

ln
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5.   ∫ += Cedxe xx
                               

 

6.   Cxdx
x

+=∫ ln
1

   

    

7.   ∫ +−= Cctgxdx
x2sin

1
 

 

8.   ∫ += Ctgxdx
x2cos

1
    

 

 9.  ∫ +−= Cxxdx cossin     

 

 10. ∫ += Cxxdx sincos        

 

11. C
a

x
arctg

a
dx

ax
+=

+∫
11

22          

 

12. ∫ +
+
−

=
−

C
ax

ax

a
dx

ax
ln

2

11
22      

 

13. Cxaxdx
ax

+++=
+

∫ )ln(
1 22

22
   

 

14. ∫ +−+=
−

Caxxdx
ax

22

22
ln

1
    

 

15. ∫ +=
−

C
a

x
dx

xa
arcsin

1
22
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16. Cxtgxdx +−=∫ cosln                        

 

17. Cxctgxdx +=∫ sinln  

 
18. Caxdx

ax

x
++=

+
∫ 22

22

            

 
19. Caxdx

ax

x
+−=

−
∫ 22

22

            

 

20. Cxadx
xa

x
+−−=

−
∫ 22

22
             

 

21. Caxx
a

ax
x

dxax +++++=+∫ 22
2

2222 ln
22

    

 

22. Caxx
a

ax
x

dxax +−+−−=−∫ 22
2

2222 ln
22

   

 

23. ∫ ++−=− C
a

xa
xa

x
dxxa arcsin

22

2
2222     

 

24.  Cbax
a

dx
bax

++=
+∫ ln

11
                              

 
25.  C

abaxn
dx

bax nn
+⋅

+−
−=

+∫ −

1

))(1(

1

)(

1
1

       

 

26.  
( )

( ) dx
ax

x
a

dx
axa

C
ax

xax

a
dx

ax

∫ ∫

∫∫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
⋅−

+

=+
+

−+
=

+
'

222222

222

222

2222

2

1111

1

)(

1
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27.  
∫

∫

∫

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

〈Δ
Δ−

++

〉Δ
Δ

−+
=

++
0,

])
2

()
2

[(

1

0,

])
2

()
2

[(

1

1

22

22

2

dx

aa

b
xa

dx

aa

b
xa

dx
cbxax

 

 

28.   Ccbxaxdx
cbxax

bax
+++=

++
+

∫ 2

2
ln

2               

 

29.  

∫

∫∫

++
⋅+++⋅

=
++
++

=
++

+

dx
cbxax

ncbxaxm

dx
cbxax

nbaxm
dx

cbxax

BAx

2
2

22

1
ln

)2(
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Probleme propuse şi rezolvate 

 
 

1.Să se determine numerele întregi a şi b astfel încât 

;321464 ba +=+  
Rezolvare:  
Ridicăm la puterea a doua expresia dată: 

;36221464 22 baba ++=+  
Din egalarea termenilor asemenea între ei  rezultă : ab=2 şi 
2a2+3b2=14 rezultă: a=1 şi b=2. 

2.Dacă 
a

a
1

−  =7, să se calculeze a4 + 
4

1

a
. 

Rezolvare: 

Ridicăm la puterea a doua relaţia dată: (
a

a
1

− )2=49, 

a2+
2

1

a
=51 procedând analog se obţine 

2599
1

251
1

4

42

4

4 =+⇒−=+
a

a
a

a . 

 
3.Aflaţi X din    X.3 2008 = (3 2008 – 1) : (1+ 

20072 3

1
.......

3

1

3

1
+++ ) 

 
Rezolvare: 
 
                                                             , după formula 
 
                                                                                                         

 

 

 
  

2008

2008

2007 3

13

2

3

3

1
........

²3

1

3

1
1

−
⋅=++++

1

1
.........²1

1

−
−

=++++
+

X

X
XXX

n
n

3

2

13

3

3

2
]13[3

2008

2008
20082008 =⇒

−
⋅−=⋅⇒ XX
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227
2

311

2

311
7411 =⇒−=

−
−

+
=− a

1663462
23

)23)(322(

23

322
+=−−+=

−
+−

=
−

−

( )
( )

( )( )

1
3

334

3

334

3

343

3

123631015

129

323325

323

325

11323

11323

1²13

1²13
1,1313

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

−
=

−
−

=
−

−+−
=

=
−

−+
=

+
+

=

=
−++
+++

=
−+
++

⇒=+=⇒+= ba
b

a

4. Să se calculeze:   
a

a

−
−

3

32
 unde 74117 −−=a  

Rezolvare: 

                    
 
 
              

 
 
 

5. Ştiind că 13 −=
b

a
 să se calculeze partea întreagă a 

numărului  
²²

²²

ba

ba

−
+

 

 
Rezolvare: 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6.Se dă numarul x  = 526526 +−−  
Să se arate ca x² = 4 
Să se calculeze (X+2)2007 
 
Rezolvare: 
a) 
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( ) ( )
4²251515151

²51²51

=⇒−=−−+−=+−−

=+−−

x

10

1

660

66

93223

66

92232007

66
2007 ==

−⋅
=

−⋅
⇒=

bb

b
ba

 
x  =    
 
      
 
 b.    x = ( )2022 +⇒=+⇒− xx 2007 =  0 
 
 
 
 

7. Dacă 2007=
b

a
, să se calculeze 

ba

b

9223

66

−
. 

Rezolvare:     
   
     
 
 
8.Să se calculeze suma   

S = 200732 2..........222 ++++ . 
 

Rezolvare:  S= 
 
   
                                                                                                            
 
 

 
 
 
 
 
Am adăugat  şi am scăzut 1. 
 
 
 
 

( )

( )

( )( )
( ) ( ) .112]12[

1122.............221

112.............222

2............2212

2............22

2............222

1004

10032

100332

10032

200642

200753

−+−=

=−+++++=

=−++++++

+++++=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

+++++=
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9.Calculaţi: ( ) 50685168 3:232347324 +−+−++=E  

Rezolvare:

( ) ( ) ( )
.6333:33

3:2323213032

32
2

17

2

17
347

13
2

24

2

24
324

5051

50685168173174

=+=+=

++−+−++=⇒<−

−=
−

−
+

=−

+=
−

+
+

=+

E

 

10.Determinati Zn∈  astfel încât  .
5265614

Z
n

∈
−+−

 

Rezolvare

( ) ( )

{ }2,1,1,2
2

155315531553
22

−−∈⇔∈=

−+−
=

−+−
=

−+−

nZ
n

nnn  

 

11. Să se rezolve ecuaţia:   (2x-4)(2x-3)(2x+1)(2x+2)=-6 
Rezolvare: 
Ecuaţia dată este echivalentă cu: 
(2x-4)(2x+2)(2x-3)(2x+1)=-6⇔ (4x2 –4x-8) (4x2 –4x-3)=-6 
Notam 4x2 –4x-8=t  
  ⇒       t(t-5)=-6    ⇒ t2-5t+6=0   ⇒ t1=2 si t2=3 

  ⇒4x2 –4x-8=2⇒x1,2=
2

111 ±           4x2 –4x-

8=3⇒x3,4=
2

321±
. 
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12 . Se dă ecuaţia:  
  

x² + 18x + 1 = 0.    Se cere  să  se calculeze 3
2

3
1 xx + , unde 

x1, x2 sunt soluţiile ecuaţiei .  
 
  Rezolvare :  

 Fie A = 3
2

3
1 xx +  . Se ridică la puterea a treia  

A³ = x1 + x2 + 3 3
21xx  · A     

Cum x1 + x2= - 18    x1+x2=1   (Relaţiile lui Viete) 
 A³- 3A + 18= 0 ;     Soluţia reală a acestei ecuaţii este A = -3 ; 
restul nu sunt reale    
A³+ 3A²-3A²-9A+6A+18=0 
A²(A+3) – 3A (A+3)+6(A+3)=o 
(A+3)(A²-3A+6)=0 
 A=-3 
 
13. Doua drepte perpendiculare între ele în punctul M(3;4) 
intersectează axa OY în punctual A si OX în punctual B. 
 

a) să se scrie ecuaţia dreptei AB 
b) să se arate ca diagonalele patrulaterului AOBM sunt 

perpendiculare ,unde 0 este originea sistemului. 
 
Rezolvare : 
       Scriem ecuaţiile dreptelor AM si MB 
 ( ) ( )34:1 −=− xmyAM  cum AM MB⊥  

 ( ) ( )3
1

4:2 −−=− x
m

yMB  

       Aflam coordonatele lui A: 
- din (1) când myx 340 −=⇒=  
 Aflam coordonatele lui B: 
- din (2) când 340 +=⇒= mxy  
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Fie P(x,y) mijlocul lui  AB 

( )drepteiABecyx

xy
x

y

x
x

m
y

M
X

.02586

96168
4

32
342

4

32

2

34
,

2

34

=−+⇒

⇒+−=⇒
−

⋅−=⇒

−
=⇒

−
=

+
=⇒

 

⇒panta dreptei AB este .
4

3
−=m  

Panta dreptei OM este evident 

3

4

03

04
=

−
−

1−=⋅⇒ omAB mm .ABOM ⊥⇒  

 
 
A 

 
 
 
 
 
                                    M(3,4)                      
 
O                  B 
 
 
 
 
 
 

 14.     Se dau punctele  A (2,6), B(-4,3), C(6,-2). Se cere: 
a) perimetrul triunghiului ABC şi natura sa ;  
b) coordonatele centrului de greutate; 
c) ecuaţia dreptei BC; 
d) ecuaţia medianei AM şi lungimea sa; 
e) ecuaţia înălţimii din A pe BC şi lungimea sa ; 
f) ecuaţia dreptei care trece prin A şi face un unghi de 300 
cu axa OX; 
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g) ecuaţia dreptei care trece prin A şi este paralelă cu BC; 
h) ecuaţia bisectoarei din A şi lungimea ei 
i)  aria triunghiului ABC. 
 
Rezolvare: 
a) Aplicând formula distanţei pentru cele trei laturi ale 

triunghiului  ( ) ( )212
2

12 yyxxAB −+−=   obţinem:  

AB = 53 , BC = 55 ,AC = 54  512=⇒ P ; 
Se verifică cu reciproca teoremei lui Pitagora că  triunghiul este 
dreptunghic cu unghiul de 900 în vârful A. 
b) Coordonatele centrului de greutate sunt date de formula: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++++

3
,

3
321321 yyyxxx

G   ⇒   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

3

7
,

3

4
G ; 

c) Ecuaţia dreptei BC se scrie folosind formula:   

12

1

12

1

xx

xx

yy

yy

−
−

=
−
−

 ⇒  

10

4

5

3 +
=

−
− xy

 ⇒  5x+10y-10=0  x+2y-2=0 

 (forma generală a dreptei )sau 1
2

1
+−= xy  (forma normală); 

d) Coordonatele mijlocului segmentului BC sunt : M )
2

1
,1(  ⇒  

ecuaţia medianei este: 

6
2

1
6

21

2

−

−
=

−
− yx

⇒   11x-2y-10 =0;  Pentru calculul lungimii 

medianei AM se poate folosi faptul că într-un triunghi 
dreptunghic mediana corespunzătoare ipotenuzei este jumătate 
din ipotenuză: 

⇒  AM = 
2

55

2
=

BC
, altfel se poate aplica formula distanţei. 

e) Fie AD înălţimea din A ⇒  AD şi BC sunt perpendiculare 
ceea ce înseamnă că produsul pantelor este egal cu -1. Cum 
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panta dreptei BC este 
2

1
−  ⇒  panta lui AD este 2. Rămâne să 

scriem ecuaţia dreptei care trece prin A şi are panta 2 : 
 y-6=2(x-2)  ⇒  2x-y+2=0 este ecuaţia înălţimii din A; 
Pentru calculul înălţimii (într-un triunghi dreptunghic) este 
convenabil să aplicăm formula:  

AD = 
5

512

55

5453
=

⋅
=

⋅
BC

ACAB
;  

Altfel, trebuia rezolvat sistemul format din ecuaţiile dreptelor 
BC şi AD pentru a determina coordonatele lui D. 

f) y-6=
3

3
(x-2);  Am aplicat formula    y-y0=m(x-x0) în 

condiţiile în care panta este tg300 

g) y-6= 
2

1
− (x-2) unde 

2

1
−  este panta dreptei BC . 

h) Fie AE bisectoarea unghiului A. 

Din teorema bisectoarei  k= 
AC

AB

EC

BE
=  ⇒k= 

4

3
.Folosindu-ne 

de raportul  în care un punct împarte un segment  rezultă 

coordonatele lui E ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

7

6
,

7

2
 . Atunci ecuaţia bisectoarei este: 

⇒
−

−
=

−

−

6
7

6
6

2
7

2
2 yx

    21x-7y=0.  Pentru a calcula lungimea 

bisectoarei ne putem folosi şi de formula 

ACAB

A
ACAB

AE
+

⋅
= 2

cos2
 care este  utilizată  de obicei când se 

cunoaşte măsura unghiului a cărei bisectoare se calculează.   

⇒AE =
7

1012
. 

i) Aria triunghiului dreptunghic ABC este dată de formula A =  

30
2

=
⋅ ACAB

. 
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Se va insista pe faptul că dacă triunghiul nu ar fi fost 
dreptunghic ar fi trebuit să se calculeze  distanţa de la  A la 
dreapta BC adică tocmai lungimea înălţimii iar aceasta s-ar 
putea face mai simplu folosind formula : 
    Distanţa de la un punct M0(x0,y0) la o dreaptă h de ecuaţie 
(h): ax+by+c=0 este dată de: 

                         
22

00
0 ),(

ba

cbyax
hMd

+

++
= . 

 
 
 
 

15. Sa se rezolve ecuaţia : 

12005200542005620052006 4
3

42 +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++⋅=−

xxx

xx  

Rezolvare : Ecuaţia dată este echivalentă cu : 
 

4

4 120052006 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

x

x  

Ridicăm la puterea 

120052006120052006
4

1 4444 =−⇒+=⇒
xxxx

          ( )x  

 

Din monotonia funcţiei ( ) ( ) xx
aaxf −+= 1  care e strict 

crescătoare ⇒ ecuaţia ( )x  are soluţie unică 4=⇒ x  
 
 
 
 
16 . Să se rezolve ecuaţia: 
                                   2x        x 
       x          x               3         3 
2007 – 2006 = 3(2006 + 2006 ) + 1 
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Rezolvare: 

Ecuaţia dată este echivalentă cu: 
 
                     x 
       x            3      3 
2007 = (2006 + 1) . Ridicăm la puterea 1/3 => 
 
        x          x 
        3          3 
2007 = 2006 +1 =>  
 
        x          x  
        3          3 
2007 – 2006 =1  (*) 
Din monotonia funcţiei f(x) = (1+ a)x – ax care e strict 
crescătoare  => ecuaţia (*) are soluţie unică: x = 3 
 
17. Să se determine numărul de cifre din care este compus    
numărul  72007. 
Rezolvare: 
     
102 < abc <103 ;     p = 3 
        ______             
103 < abcd < 104 ;  p = 4   
 
 
            
 (*) 10p-1 ≤ N < 10p , unde p reprezintă numărul de cifre ale lui 
N. 
                              
Din  (*) =>   lg 10p-1 ≤lg N <lg 10p => p-1 ≤ lg N <p . 
 
                     
Pentru N = 72007  => lg N = 2007 lg 7 ≈ 1696 de cifre. 
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18. Să se arate că matricea  A = ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
d

b

c

a ( )ZM 2∈  e 

inversabilă , unde : 
20062005=a  

 

11...111...111111

6...666 200632

++++=
++++=

c

b  

                                   2006 ori de 1 
20052006=d  

Rezolvare : 
 
A e inversabilă ⇔≠⇔ 0det A ultima cifră a numărului det A 

0≠e  
 
( )
( )
( )
( ) 6

6

6

5

=
=
=
=

cu

bu

du

au

( ) .0det04606665det ≠⇒≠=−=⋅−⋅=⇒ AAu  
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Probleme - sinteze 
 
 
 
 

I. NUMERE REALE.  APLICAŢII. 
 
1. Să se calculeze: 

  a)   99504498 +−− .                            

  b)   ).322()3625()3827( +−+−−−  

( )[ ]{ }

.
52

1
:

20

1

5

1
)

.
6

662

23

2312

32

3212
)

.2:223223438325)

.
2233

12

23

2

32

3
)

.16:)332()

.9:)535()

.10)5045()1820()

1

2

20585887

14203020

−

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −

−
+

+
−

−

−⋅+⋅+−⋅+

−
⋅−

−−

−+

−+⋅−

i

h

g

f

e

d

c
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( )

.222222222)

23:
22

1

32

2

23

1
)

.518412256561)

1

+−⋅++⋅+⋅

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

−+

−

l

k

j

 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

.
25

16
)

.12246223)

.52332223)

.7273)

24

16

2

222

22

y

x
p

o

n

m

−−−++

−−−+−

−+−

 

 

( ) ( ) ( )( ).23232323)

.
322

32

322

32
)

.
32

32

32

32
)

.2492462611)

).32()26(32)

).75713(73)

22
−++−−+

−−

−
+

++

+

+
−

+
−
+

++−+−

+⋅−⋅−

−−−⋅+

v

u

t

s

r

q

 

 

2. Dacă a=2006.2007, arătaţi că .2007〈++ aaa  

3. Să se calculeze numărul 5,465,24222 ==− bşiapentruba  
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4. Comparaţi numerele:  

( ) ( ) ( ) ( )
.56142526526

.5643525335
222

−+++−=

−+++−+−=

b

a
 

5. Dacă .
3499

3
,1996

ba

b
calculati

b

a

+⋅
=  

6.  Arătaţi că numărul 

( ) 241,13:232241,1
52513451 −++−+−=a  e pătrat perfect. 

7. Să se arate că expresia 

741117

54953
2

2

−−−=

−+−=∈
+
−

=

b

acastiindQ
ba

ba
E

  

8.  Să se aducă la  o formă mai simplă  expresia: 

.0,16566)( 321684 〉+++= aaaaaaE  

9.  Care număr este mai mare: 
23

32 sau . 

10*. Să se arate că: a) 
QRnb

QRna

−∈+

−∈+

135)

75)
 

11. Să se arate că: 
NnNb

NnQa

nnnn

nnnn

∈∀∈⋅+⋅

∈∀∈⋅−⋅
++

++++

,3492)

,6243)

2212

32123222

. 

12. Stabiliţi valoarea de adevăr a propoziţiei:  .3231.......321 Q∈+⋅⋅⋅⋅  

13. Să se afle x ştiind că .2.......222212 9993210 ++++++=x
 

14. Să se afle numerele întregi x pentru care .
5

42
Z

x

x
∈

+
−

 

15. Să se verifice egalităţile:  

3549549)

2725725)

33

33

=−++

=−−+

b

a
 

16. Să se ordoneze crescător numerele: 63 6,3,2 . 

17. Să se raţionalizeze numitorii fracţiilor: 
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33 25

1
)

−
a  .         

12

1
)

3 +
b  ;   

33 59

1
)

+
c ;  d)  

322

322

−+
−−

;   e) 
3 32

1

−
. 

18. Să se determine rădăcina pătrată a numărului  a= 6222326 −−+  
19.  Să se determine cel mai mare număr natural n cu proprietatea:  

23
142

1
....................

154

1

32

1

2
≤

−+
++

+
+

+ nn

. 

20. Fie a,b,c numere raţionale astfel încât ab+ac+bc=1. Să se demonstreze că: 

( )( )( ) Qcba ∈+++ 111 222
. 

21. Să se demonstreze că 532 ++  nu este un număr raţional. 
 
 
 
 

II. PROGRESII ARITMETICE 
1. Să se scrie primii patru termeni ai progresiei aritmetice ( )

nna  dacă :  

a) 1a =-3 ; r=5    b) 1a =7 ;r=2     c) 1a = 1,3 ; r= 0,3 

 

2. Să se găsească primii doi termeni ai progresiei aritmetice ( )
nna  : 

a) ,......27,21,15,, 21 aa                b) ,........5,2,9,, 21 −−aa  

 

3. Să se calculeze primii cinci termeni ai şirului cu termenul general na  

a) na =3n+1 ;   b) na = 3 + (-1) n    c) na = n 12 ++n  

 

4. Fie ( )
nna  o progresie aritmetică . Dacă se dau doi termeni ai progresiei 

să se afle ceilalţi : 

                  

??,,125,5)

??,,36,2)

??,,20,40)

??,,13,7)

19792

119106

107208

15953

==−=−=
====

==−==
====

aaaad

aaaac

aaaab

aaaaa

 

 

            5. Fie ( )
nna  o progresie aritmetică. Se dau : 
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                   5,0,2) 1 =−= raa    se cere a 12  

                    b) 5,1,31 −== ra   se cere a19  

      c) 12,13110 == ra se cere 1a  

        d) 3,0200 −== ra  se cere 1a  

 
6. Să se găsească primul termen şi raţia unei progresii aritmetice dacă :  

         

2,)

3,8)

28,16)

21,42)

92,0)

60,27)

125437321

3510

5142

31071

6020

275

+=++=++
−==

=⋅=+
=−=+

−==
==

aaaaaaaaf

SSSe

aaaad

aaaac

aab

aaa

 

 

7. Şirul ( )
nnx este dat prin formula termenului general. 

   a) x n =2n-5 ; b) x n =10-7n.   Să se arate că ( )
nnx e o progresie aritmetică. 

Să se afle primul termen şi raţia. 
 

8. ia÷ . Să se afle S 100  dacă : 

5,7,5,5)

5,2)

150,10)

1001

1

1001

==
−==
==

aac

rab

aaa

 

 
9.Cunoscând Sn să se găsescă : 
a) primii cinci termeni ai progresiei aritmetice dacă Sn =5n 2 +3n ;  Sn =3 

n 2  ; Sn = n
n

−
4

2

. 

b) 1a = ?, r= ? dacă Sn = 2 n 2  +3n ; 

 
10. Este progresie aritmetică un şir pentru care : 

 a) Sn = n 2 -2n ;    b) Sn= 7n-1 ;    c) Sn = -4 n 2 +11. 

11. ia÷ , S10 = 100, S30 =900 . Să se calculeze S50. 

 
12. Determină x ∈R astfel încât următoarele numere să fie în progresie 
aritmetică. 
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a) x-3, 9, x+3 ;               b) ( ) xx xx
222

24,3,2 +−+                  c) 

2,18,2 −+ xx  

 
13. Să se rezolve ecuaţiile : 
a) 1+7+13+….+x =280 ; 
b) 1+3+5+…..+x = 169 ; 
c) (x+1)+(x+4)+(x+7)+…..+(x+28) = 155 ; 
d) (x+1)+(x+3)+(x+5)+ ……..+(x+25) = 338 ; 
e)  x+(x+5)+(x+10)+………+(x+100) = 2100. 
 
14. Să se arate că următoarele numere sunt în progresie aritmetică : 
a) (a+b)² , a²+b² , (a-b)² ; 

b) 
)(

,
2

,
)( aba

b

ab

ba

bab

a

−
+

−
 ; 

c) .0,1,
)1(

1
,

2

1
,

1

2

≠−≠
+
−+−+

+
xx

xx

ax

x

ax

x

a
 

 

15. Să se arate că dacă numerele 
abaccb +++

1
,

1
,

1
 sunt în progresie 

aritmetică atunci numerele 222 ,, cba  sunt în progresie aritmetică. 
 

16. Fie ( )
nna  o progresie aritmetică.  

Să se arate că : 2,
11

.......
11

113221

≥∀
⋅
−

=
⋅

++
⋅

+
⋅ −

n
aa

n

aaaaaa nnn

. 

 
17. Fie ecuaţia ax² +bx+c =0 cu soluţiile x1,x2. Dacă numerele  a,b,c sunt în 
progresie aritmetică atunci există relaţia : 2(x1+x2)+x1.x2 +1 = 0 
 

18. Să se demonstreze :   a) cbaabccabbca ,,,, 222 ÷⇔−−−÷  

                                        b)  

baaccb
abccabbca

−−−
÷⇔+++÷

1
,

1
,

1
2,2,2 222  

                                        c) 

22223

2

3

2

3

2

3

2

,,,,,, dcba
abc

d
d

abd

c
c

acd

b
b

bcd

a
a ÷⇒÷  
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III. PROGRESII GEOMETRICE 
 

1. Să se scrie primii cinci termeni ai progresiei geometrice  (b n ) n dacă : 

a) 2,61 == qb                          b) 5,0,241 −=−= qb                      

c) 
2

1
,102 =−= qb          d) 3,5,02 == qb                    

 e) 5,11 == qb  

 

2. Să se găsească primii doi termeni ai progresiei geometrice (b n ) n  : 

a) ,.......54,36,24,, 21 bb               b) .....,......,..81.135,225,, 21 −bb  

 

3. Dacă se cunosc doi termeni ai  progresiei geometrice (b n ) n  

a) 24,6 53 == bb , să se găsească  1097 ,, bbb  

b) 10,10 85 −== bb ,……………. 3126 ,, bbb . 

 
4. Să se scrie formula termenulei al n-lea al progresiei geomertice date prin : 

a) nn bbb 3,2 11 == +                    b) nn bbb 3,4 11 −== +  

c) nn bbb 2,9 11 == +                    d) nn bbb
5

1
,10 11 == +  

 
5. Este progresie geometrică un şir pentru care suma primilor n termeni 
este : 

a)  Sn = n² -1 ;                 b) Sn = 12 −n  ;                  c) Sn = 13 +n  
 
6. Să se determine x  a.î. numerele următoare să fie în progresie 
geometrică : 
a) a+x, b+x, c+x ;            b) 32,,2 42 xx  ;                 c) 22 6,,1 xx −  ; 

 
7. Să se găsească primul  termen b1 şi raţia q a  progresiei geometrice 

(b n ) n dacă : 
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a) 
⎩
⎨
⎧

=−
−=−
8

4

13

12

bb

bb
           b) 

⎩
⎨
⎧

=−
=−

48

12

24

23

bb

bb
           c) 

⎩
⎨
⎧

=
=

9

25

8

6

b

b
 

 
8.Să se calculeze sumele : 

a) 200832 2.........2221 +++++                                              

b) 200832 2.........2221 ++−+−  

c) 
200832 2

1
.......

2

1

2

1

2

1
++++                                                   

d) 
200832 2

1
.......

2

1

2

1

2

1
−−+−  

e) 1+11+111+1111+………111111…1 (de n ori 1) 
f) 3+33+333+……..33333…..3 
g) 7+77+777+…..7777…7(de n ori 7) 

h) 200732 2100.....2423221 ⋅+⋅+⋅+⋅+  
 
9. Să se rezolve ecuaţiile : 

a) 1,0.....1 200732 ≠=++++ xxxxx  

b) 0,0)1(........)1()1(1 20072 ≠=+++++++ xxxx  

 
    
 

IV. LOGARITMI 
 

    1. Să se logaritmeze expresiile în baza a : a) E=a2 7 6ab . 

                                                                        b) E= 4
5

3

b

a
. 

                                                                        c) E=
2

3

ba

ba

⋅
⋅

 

                 2. Să se determine expresia E ştiind că :  lg E=2 lga-
2

1
lgb-3 lg3. 

                  3. Să se arate că log26+log62>2. 
            

               4. Să se calculeze expresiile:          a) 

25
121log11  
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                                                                      b) 
49

4log

1

7  

                                                                      c)  E=log225-log2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

21

4
log

3

20
2 . 

                                                                                                       d) ))216(log(loglog 635  

                                                                                                       e) ))243(log(loglog 352  

                                                                                                       f) 

2log64

9log125log

2
2log

3
35

8 +

−
 

                                                                                                       g) 

3log2log

81log49

3
3

2

3
3log7

−

+
 

      5. Să se arate că expresia: E=
3

333

3
222

logloglog

logloglog

zyx

zyx

++
++

este 

independentă de valorile strict mai                 mari ca 1 ale variabilelor 
x,z,y. 

             6. Să se calculeze expresiile: a)  E= 
2log

192log

2log

24log

12

2

96

2 − . 

                                                          b) E= 121log7log1 43 23 −+
 

 7.Să se calculeze suma:        

n

nn

nnn log...2log1log

1
...

log....2log1log

1

log...2log1log

1

333222

+++
++

+++
+

+++
 

 8. Să se arate că dacă a,b,c sunt în progresie geometrică atunci are loc  
egalitatea: 

        { } 0,1,,
log

1

log

1

log

2 * 〉−∈∀+= + xRcba
xxx cab

 

 9. Să se arate că dacă  x, y, z sunt în progresie geometrică atunci  

zyx cba log,log,log sunt în progresie aritmetică. 
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                                PRIMITIVE 
 
1. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii. 
 

1. ∫(3x dxxx )232 35 −+−            2. ∫ x(x-1)(x-2)dx 

3. ∫ dxxxx )1)(1( +−+          4. ∫ dx
xx

x )
1

(
3

3 +  

5. ( )dxxxx∫ +− 53 42            6. dx
xxx

∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

235
35

 

7.  ∫ x dxx 3)1( −                         8.  dx
xx

x∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

2

35
2  

9. ∫( e dx
e x

x )
1

+                            10.  ∫ (x dxx )55+  

11. dx
x

x
2

45
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

                   12.  
( )
∫

+
dx

x

x
3

32
 

13.  ∫ dxx 42 +                           14.   ∫ dxx 92 −  

15. ∫ dxx 24 −                            16.   ∫ dx
xx 1

1
2 −+

 

17. dx
x

x
∫

+

+

2

3
2

2

                     18. dx
x

x
∫

−

−

3

2
2

2

 

19. dx
xx∫ 22 cos.sin

1
              20.  dx

xx∫ cos.sin

1
 

21.  dx
x

x
∫ −

+
1

1
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2..Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii compuse. 

1. ∫ ⋅ dxx525         2. ∫ dxx43                   3. ∫ xdx4sin4            

 4. ∫ xdx3cos3     5. ∫ +
dx

x 35

1
            6. dx

x∫ + 94

1
2

         

7. dx
x∫ −164

1
2

            8. dx
x∫ − 2925

1
      9. dx

x∫ 3cos

1
2

               

10. ∫ dx
x5sin

1
2

          11. ∫ xdxtg4            12. ∫ xdxctg22      

13. dx
x

∫
+ 22 416

1
    14. dx

x
∫

− 2169

1
 

 
3. Să se calculeze primitivele următoare utilizând metoda 
integrării prin părţi: 
 1. ∫ xdxln            2. ∫ xdxx ln               3. ∫ ⋅ xdxx ln2           

 4. ∫ xdx
x

ln
1

     5.  ∫ xdx
x

ln
1

2
               6. ∫ dx

x

x)ln(ln
               

7. ∫ xdx2ln          8. ∫ + dx
x

)
2

1ln(              9. dx
x

x
2

3ln
∫       

10. dx
x

x
2

2ln
∫      11. ∫ dxx)cos(ln           12. ∫ dxx)sin(ln  

13. ∫ +− xdxxx ln)32( 2                           14. ∫ − dxxx )1ln(                     

15.  dxx
x

x
)11ln(

1

2

2
++

+
∫               16. dx

x

x
x∫ +

−
1

1
ln                      

17. ( ) dxex x⋅+∫ 12                                  18.   dxex x−⋅∫    

19.   ( ) dxexx x32 2 ⋅+∫                             20. dxex x⋅∫ 2                          

21.   dxex x22 ⋅∫                             22. dxexx x223 )25( ⋅−+∫           

23. dxex x−⋅∫ 2                             24. ∫
⋅+⋅

dx
e

x

xx

2

223
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25.   ∫ ⋅ xdxe x sin                           26. ∫ ⋅ xdxe x cos                         

27.  ∫ ⋅ xdxe x 2sin                          28.   ∫ ⋅ xdxe x 2cos                         

29. ∫ ⋅ xdxx sin                               30.  ∫ ⋅ xdxx cos  

31.   ∫ ⋅ xdxx sin2                           32. ∫ ⋅ xdxx cos2                         

33. ∫ ⋅ xdxx 2sin2                           34. ∫ ⋅ xdxx 2cos2                        

35. ∫ ⋅ xdxx 2sin                             36.  ∫ ⋅ xdxx 2cos  

37.   ∫ dx
x

x
2cos

                            38. ∫ dx
x

x
2sin

                            

39.  ∫
−

⋅
dx

x

xx

21

arcsin
                      40. ∫ dx

x

x
2

arcsin
                          

41. ∫ ⋅− xdxe x 2sin                          42. dxx)(lncos2∫                         

43. ∫ −⋅ dxxx 92                        44. ∫ +⋅ dxxx 162                    

45. ∫ −⋅ dxxx 24                         46. ∫ xdxx ln                           

47. ∫
+−

dx
e

xx
x

522

     

 
3. Să se calculeze integralele prin metoda substituţiei 

1. ( )∫ + dxbax
n                       2. ( )∫ − dxx

912                              

3. ( )∫ − dxxx
912                      4. ( )∫ − dxxx

72 35                    

 5. ( )∫ + dxxx
632 1                   6. ( )∫ ++ dxxx

nkk 11  

7. dxx x∫ ⋅
2

7                            8. dx
e

e
x

x

∫ +1
                               

9. dx
e

e
x

x

∫ +12
                        10. ∫ dxe x                             

11. ∫ dx
x

e x

                          12. dx
e

e
x

x

∫ −1

2
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13. dx
e

e
x

x

∫ −12

3

                      14. ∫ − dxxx 1                               

15. ∫ + dxx 52                     16. ∫ + dxxx 21                    

17. ∫ − dxxx 43 1                 18. dxxx∫ +5 32 2  

19. dxx3 52 +                        20. ∫ −− dxxx 762                      

21. ∫ +−− dxxx 22            22. dx
x

x
∫

ln
                         

23. dx
x

x
∫

ln
                       24. ∫ xdxx ln  

25. dx
x

xx
∫

−
3

2
                    26. 

( )
∫

−
dx

xx

x
21

                             

27. ∫
−+

dx
xx 324

1
2

          28. ∫
++−

dx
xx 43

1
2

          

29. dx
x

x
∫ +4 1

                        30. ∫
+

dx
x

x

12
                      

31.
( )∫ +

dx
xx

4ln1

1
                32. ( )dx

xx∫ + 8ln

1
2

                        

33. ∫
−

dx
xx 2ln3

1
              34. ∫ dx

xx ln

1
                          

35. dx
x

x
∫

+3 ln1
                     36 . dxxx 223 +∫                  

37. dx
xx∫ + 2006)ln2005(

1
       38. ∫

−
dx

xx 1

1
2

 

 
4. Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii 
trigonometrice: 

1. ∫ ⋅ xdxx cossin 3            2. ∫ ⋅ xdxx 2sincos3             

3. ∫ + dxx )52sin(              4. ∫ ⋅ xdxx 23 cossin          
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5. ( )∫ + dxxtgtgx 3            6. ∫ +
dx

x

x
2sin1

cos
 

7. ∫ dx
x

x

cos

sin 3

                   8. ∫ dxx
x

cos
1

                

9. ∫ −
dx

x

x

cos1
                      10. ∫ xdx3sin                   

11. ∫ xdx3cos                          12. ∫
−

dx
x

x

21

arcsin
 

13. dx
x

x
∫ − 4cos

sin
2

                   14.
( )

dx

x

x
∫

−
22cos1

2sin
        

15. dx
xx

∫
⋅− 22 arcsin1

1
      16. ∫ dx

xsin

1
                   

17. ∫ dx
xcos

1
                          18. ∫ ⋅ xdxx 310 cossin  

19. dx
xx

∫
+⋅− 20062 )arcsin2005(1

1
   20. 

( )
dx

x

arctgx
∫ + 2

2006

1
                   

 
 
 
5.Să se calculeze primitivele următoarelor funcţii raţionale:  
 

1.  ∫ +
dx

x 53

1
             2. ∫ +

+
dx

x

x

12

32
             3. ∫ +

dx
x

x

4
                   

4.  ∫ +
−

dx
x

x

32

31
            5. 

( )∫ +
dx

x
200532

1
     6. ∫ −

dx
x 9

1
2

                    

7. ∫ +
dx

x 4

1
2

            8. ∫ −
dx

x

x

22

2

             9. ∫ +
dx

x

x

12

2

            

10. ∫ +
dx

x 53

1
2

                    11. ( )( )∫ −−
dx

xx 21

1
    

12. ( )( )∫ ++
dx

xx 21

1
          13. ( )∫ +

dx
xx 2

1
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14. ∫ +−
dx

xx 23

1
2

           15. ∫ −−
dx

xx 32

1
2

  

16. ∫ ++
dx

xx 13

1
2

               17. ∫ +−
dx

xx 52

1
2

          

18. ∫ +−
−

dx
xx

x

132

34
2

              19. ∫ +−
−

dx
xx

x

523

26
2

        

20. ∫ +−
−

dx
xx

x

65

23
2

                21. ∫ +
−

dx
x

x

4

25
2

                 

 22. ∫ ++
+

dx
xx

x

102

1
2

             23. ∫ −
dx

x

x

36

2

                 

 24. ∫
+

dx

x

x

4

14

                      25. ∫ +
dx

x

x
41

2
                  

26. ∫ +
dx

x

x
8

3

1
                         27. 

( )∫ −
dx

x

x
12

3

1
               

28. 
( )∫ −

dx
x

x
101

                      29. ∫ +
dx

x

x

46

2
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	11. Să se rezolve ecuaţia:   (2x-4)(2x-3)(2x+1)(2x+2)=-6

