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Polinoame cu coeficienti complecsi

I. Multimea polinocamelor cu coeficienti complecsi
I.1.Definirea polinoamelor

Fie C[X] multimea sirurilor (infinite) de numere (complexe)

f =(a,,a,a,,.,8a,,..), care au numai un numdr finit de
termeni aj,nenuli, adicd existada un numdr natural m, astfel
incadt a;=0, pentru orice i>m.

De exemplu, sirurile f =(0-1200,...); 9=(-1i,200,...);
h=(1+2i,7,-100,2,0,0,...) sunt siruri infinite care au un numar
finit de termeni nenuli. Sirul g are 3 termeni nenuli, iar h
are 4 termeni nenuli. Deci aceste siruri sunt elemente din
multimea CI[X].

I.2. Adunarea si inmultirea polinoamelor

Definim pe multimea C[X] doud operatii algebrice:
adunarea si inmultirea.

Fie f=(a,a,a,,.,ac.), 9=(0y,0.D,,.D0.) dousd elemente din
multimea C[X]; atunci definim:

f+g=(a+b,,a+b,a,+b,,..,a +b,.), VkeN

e Proprietdtile adundrii polinoamelor:
(C[X],+) se numeste grup abelian

1. Asociativitatea

(f+9)+h="f+(g+h), vf,ghe cix



Intr-adevar, daca f =(a,a,a,..),9=(0b,b,b,..) si
h = (CO’Cl’C21"') atunci avem f + g= (ao +b y +b1,a2 +b2,...) si deci
(f+9)+h=«%+Qﬂ+%4%+ﬁ)+Qi%+bﬁ+%wJ-

Analog, obtinem ca
f+(g+h)= (ao + (bo + Co)’ a + (bl +C1)’ a, + (bz + Cz)i---) . Cum adunarea
numerelor este asociativd, avem (8 +b)+C =a +(b +C), pentru

orice 1=>0.
2. Comutativitatea

f+g=9g+f, Vf,gec[x]

fntr-adevdr, daca f =(a,,a,a,,..) si g=(b,b,,..),
avem f +9 =(a,+by,a +b,a,+b,,..) , g+ f =(b,+a,b+a,b, +a,,.)
Cum adunarea numerelor complexe este comutativad, avem
a, +b =b +a pentru orice i>0. Deci f+g=g+f.

3. Element neutru

Polinomul constant 0=(0,0,0,..) este element neutru pentru
adunarea polincamelor, in sensul ca oricare ar fi
f eC[X],avem:

f+0=0+f=f
4., Elemente inversabile

Orice polinom are un opus, adicd oricare ar fi f eC[X],
existd un polinom, notat (-f), astfel incat:
f+(-f)=(-f)+f=0
De exemplu, daca f =(-10,2,200,...) este un polinom, atunci
opusul sau este —f =(0-2,-2,0,0,...)

e Inmultirea polinoamelor:

rie f=(a,a,8,..), g=(b,b,b,,..)

Atunci definim:

f eg = (a,b,,a,b, +ab,,a.b, +ab +ab,,..,ab +ab ,+..+....)

c
k
C, = Zi:o ab;



e Proprietdtile Inmultirii:
1. Asociativitatea

Oricare ar fi f,g,heCc[X], avem:

(feg)eh=1fe(geh)
2. Comutativitatea

Oricare ar fi f,gecC[X],avem:

feg=gef

Intr-adevar, dacid f=(a,a,a,,..), 9=(,b,b,,..), atunci
notand fg =(c,c.cC,,..) si of =(d,.d,,d,,.), avem
C, =ab +ab ,+ab ,+..+ab, si d =ba +ba_ +..+ba;. cum

adunarea si inmultirea numerelor complexe sunt comutative si
asociative, avem c,=d,, pentru orice r>0. Deci fg=g9f .

3. Element neutru

Polinomul 1=(1,0,0,..) este element neutru pentru

inmultirea polinoamelor, adica oricare ar fi f €C[X],avem:

fel=1ef =f

4., Elemente inversabile

f €EC[X] este inversabil dacd exista f_l,a.i..
fefl=Ff'lef=1
Singurele polincame inversabile sunt cele constante
nenule: f =(a,0,0,0,...), a=0.

5. Distributivitatea

Oricare ar fi polinoamele f,gJ1€C[X],are loc relatia:
f(g+h) = fg+ fh

1.3. Forma algebricd a polinoamelor

Notatia f =(a,,8,,8,,..) introdusd pentru polinoame nu este

prea comodd in operatiile cu polincame. De aceea vom folosi
alta scriere.



Dacd consideram f =(a,a,.,a,00,..), atunci f se va scrie sub
forma: f=a +aX+aX*+..+aX". Au loc notatiile: a=(a,0,0,..)
X =(010,0,...)
X2 = (0,0.10,..)
X" =(0,0...,0.10,.)

Exemplu: f =(12,30,0,..) =1+2X +3X?
g=(,23400,.) =1+2X +3X?+4X°

Atunci:
foeg=>1+2X +3X?)AL+2X +3X?+4X>) =1+4X + X*(1e3+202+3e1)

+X%(1e4+203+302)+ X*(204+33)+ X>(304)
f+0=1+1+X(2+2)+ X*(3+3)+4X°

I.4. Gradul unui polinom

rie f=a,+aX +3-2X2+---+anxn. Se numeste gradul lui f,
notat prin gradf , cel mai mare numdr natural n astfel incat
a,=0.

Exemple: 1. Polinomul f =1-Xare gradul 1;

2. Polinomul f=X+X?>-X° are gradul 5;
3. Polinomul constant f=a, unde aeC,are

gradul O.
Referitor la gradul sumei si produsului a doua polinoame

f si §, au loc urmdtoarele relatii:
i) grad(f +g) < max(gradf,gradg) ;
ii) grad(fg) = gradf + gradg .

I.5. Valoarea unui polinom intr-un punct

rie f=g,+aX +<’:\2X2 +..+a,X", atunci functia polinomiald

asociatda polinomului f este:

F:R>R, F(X)=a,+aX+a,X*+..+aX".
I.6. Impdrtirea polinoamelor

* Teorema de impdrtire cu rest:



vf,geC[X],3q,reC[X], f=qg+r, cu gradr<gradg

Polinomul f se numeste deimpdrtit, gimpdrtitor, Jcédt,iar r rest.

Vom efectua impdrtirea polinomului f=a,+aX+a,X’+..+a,X" la
polinomul g=b, +bX +b,X*+..+b X",

f g
I I I I
n n-1 m -1
a,X"+a, X" +..+4a, b, X™+b, X" +...+b,
-3, X" . L By B genen S e
bm bm Pm m m |

q
n n-1
fi=a, X" +a, X" +..+3
_a Xn1 _ a‘nlbm—l X n-1 an1b0 X n—m
n I T T
' bm bm

f,=a, X" +a, X" +..+a

fa=a, X™ +.+a,

p

Acest tabel ne reda regula(algoritmul) de impadrtire a
polinocamelor, pe care o vom aplica in practica pentru
obtinerea catului si restuluili impdrtirii.

Exemplu: Fie polinoamele f =2X°+X*-5X*-8X+1 si
g=X?-3.

Sa determinam catul si restul Impdrtirii lui f la

2X° + X% —5X° -8X +1 I X?-3




—2X53 +6X3 |2X3+X2+X+3|

X4+ X3-8X+1 q
- X4 4+3X°?

X3 +3X2-8X +1
-Xx3 +3X

3X?-5X +1
-3X? +9

-5X +10
L |

r
Deci c&tul este q==2X34—X24—X—+3, iar restul r=-5X+10.

Formula impdartirii cu rest se scrie,in acest caz astfel:
2X° 4+ X*=5X3—8X +1=(X?=3)(2X*+ X? + X +3) + (-5X +10).

e Impartirea prin X-a. Schema lui Horner.

Fie f=aX"+a X""+..+aX+a,. In cele ce urmeazi ne vom
folosi de schema lui Horner pentru a Impdarti polinomul f la
polinomul g=X-a.

X" X" X2 | NG X ©

an an_l an_2 a]_ ao

an an—l + abn—l an_2 —+ abn_2 ......... al + abl ao + abo
bn—l bnfz bn,3 ......... bo r

In randul de sus al tabelului se scriu coeficientii
polinomului f, iar in ré&ndul de jos coeficientii b,,,b,,,..0, ai

cdtului si restul r.

Exemplu: Utilizadnd schema lui Horner, sa se determine
catul si restul impdrtirii polinomului f =2X*-5X%-8X+1 si
binomul X -2.



X4 X3 X 2 X X°

2 -5 0 -8 1

2 —5+2e2=-1|0+2(-)=-2 | -8+2(-2)=-12 | 1+2(-12) =23
b, b, b, b, r

Deci catul si restul impdrtirii sunt g=2X°®-X?-2X-12 si
r=-23.

I.7. Divizibilitatea polinoamelor

Def. Vf,geC[X], 3q,reC[X] asa incat f=geq+r, cu gradr<gradg.
Spunem cd f se divide la g (f:g) sau g divide pe f(g/f),
dacd r=0.

e Proprietati
1. Reflexivitatea

f1f,vf eC[X]

2. Simetria

f/lg si g/f=3keC, a.i. f=kg
In acest caz spunem cd f este asociat cu g (f~Q)

3. Tranzitivitatea
Daca f/g si g/h= f/h

4. Daci flg si f/h= f(g+h) = f/i,g+Aih

e Cel maili mare divizor comun

Def. Vf,geC[X] d=(f,g)= C.m.m.d.c
1. d/f si d/g
2. vd'eC[X],d'/f si d/g=d'/d
Algoritmul lui Euclid:
(f.9)=(g.n)=(rn)=.=(rr)=(1)
Cel mai mare divizor comun a doud polinoame este unic
pédnd la inmultirea cu o constantd(asociere).
Dacd (f,g)=1, atunci f si g sunt prime intre ele.



Exemplu: S3a se gdseascd cel mai mare divizor comun al
polinocamelor:

F=X"+X3-2X?-4X +4 si g=X>+X?+X-3.

Vom aplica algoritmul lui Euclid. Impdrtim pe f la g.
X4+ X3-2X?-4X +4
—X*=X¥-X?%+3X

X34+ X?2+X-3

X

—3X?-X +4
Pentru a evita coeficientii fractionari, vom inmulti in
prealabil pe g cu 3 si restul impartirii cu -1. impdartim
acum impartitorul la rest:

3X°3+3X24+3X -9
—3X* - X?2+4X

3X*+X -4

2X?+7X -9 X

Acum, pentru a evita din nou coeficientii fractionari,
vom inmulti pe 3X?2+X -4 cu 2 si continudm operatia.

2
OXTH2X =8 | oy i7x -9
—BX?2—-21X + 27|
3
—19X +19

Am obtinut restul —-19X+19. Pentru a evita din nou
coeficientii fractionari, vom imparti restul cu -19 si
Impdrtim impartitorul la rest.

2 —
2X2+7X -9 % 1
—2X2 42X
2X +9
9X -9
—9X +9

-—  -- Ultimul rest nenul este polinomul X -1 si
deci (f,g)=X-1.



¢ Cel mai mic multiplu comun

Def. Fie f si g doud polincame. Un polinom m se numeste cel
mai mic multiplu comun al polincamelor f si g dacd verifica

urmdtoarele condifii:
1. f/m si g/m
2. vm', f/m si g/m=m/m
fg

Daca d este c.m.m.d.c al lui f si g, atunci nkzzr.

I.8. Radacinile polinoamelor.

e Teorema lui Bezout:

Fie f#0 un polinom. Atunci numdrul aeCeste rdddcina a

polinomului f dacd si numai dacda X -—adivide f.

e Teorema fundamentald a algebrei

Orice ecuatie algebricid a X"+a X" +..+aX+a,=0 de
grad mai mare sau egal cu 1 si cu coeficienti complecsi
are cel putin o rddacinad complexa.

e Raddcini simple si multiple

aeC este radicind de ordin de

Def. Fie f eC[X].
multiplicitate m, dacd (X -a)"/f si (X-a)™" nu divide pe f.

Exemple:
X-=1/f
(X -1)? nu divide f = X =1 este rddicind de ordin de

multiplicitate 1(rad. simpla).

f =(X-1)°(X+1)(X*+1). Descompunand in factori

ireductibili vom obtine:
f=(X-D3*(X+)(X =i)(X +i), unde:
1= raddcina de ordin de multiplicitate 3
i,-i,-1= rdadadcini de ordin de multiplicitate 1

10



e Teorema de descompunere in factori
ireductibili (primi)

Fie feC[X] si X,X,,.,X, rdddcinile sale in C, nu neaparat
distincte. Atunci: (in C[X])
m m
f=an(X—xl)(x—x2)...(x—xn)=an(X—x1)ml(X—x2) 2---(X_Xn) ’
m +m, +..+m, =gradf =n

Singurii factori ireductibili (primi) in C[X] sunt
polinocamele de gradul TI.

e Relatiile lui Francois Viete

Fie f=a,X"+a, X"'+..+a,X+a,, un polinom de grad n. Daci

X1y X5, X, sunt raddcinile lui f, atunci:

an—l
S, =X +X, +...4+X, =

an(_l)
— _ an—2
Sy =X X + X Xg Fot X X F ot X X =
an(_l)
S, =X X, . X, +X.X,.. X, X, . +..4+a ,.a a—a”—’k
k T M2k 172 Mk-17k+1 n-k+1*n-k+2***“*n — K
an(_l)
a
P=—20 -
a‘n(_l)

X"+ (=D"'S, +(-D)"*S, + o + ()" S, +..+ (DS, +P =0

11



IT. Multimea polinoamelor cu coeficienti reali

Fie f eR[X] si ecuatia f(x)=0.

Dacd X, =a+bi €C—-R este rdddcind pentru f, atunci
X, =a—bi este rdddcind pentru f, iar x; si x, au aceeasi
multiplicitate.

e Demonstratie
f(x,)=0< f(a+bi)=0

f(x,)=f(a—bi)=f(x)=a,% +a,,% +.+tax+a

zeR, =>z=z=aX,"+a X, +.+a X, +a,=f(x)=0

F)=(X=x)"*g(X)  x,=x }:>m:m'.
() =(X-x)"eg(X)  feRIX]

e Teorema de descompunere in factori ireductibili

In R[X]:

f=J(ax+b)" o[ T(ax® + px+p)"

Singurele polinocame prime din R[X] sunt:
1. polinocamele de gradul I
2. polinoamele de gradul II cu A<O.

ITI. Multimea polinoamelor cu coeficienti
rationali si respectiv intregi

C[X]< R[X]<Q[X]< Z[X]

Fie feQ[X]. Atunci dacad X, =a++b este rdddcinid pentru f,

cu aeQ,vbeQ,vbeR-Q, atunci X, =a—+b este rdddcinad pentru f
si x1 si X, au aceeasi multiplicitate.

Exemplu: f=X*-4X>+X?+6X +2
X1=1—J§:>X2=1+VE este raddcind.

12



= (X —1+v2)(X —1-+2) = (X2 = (X, +X,) X +XX,)
= fi(X?-2X -1
f=(X?=2X -1)(X?-2X -2) = X,, =1++/3

Fie f eZ[X] si ecuatia f(x)=0
=aX"+a X" +.+a,X+a,=0
P

Dacd f admite o rdddcind de forma X, =— , p,qeZ, atunci
q
p/a, si ql/a,. Dacd a,=1, atunci X =p.

Exemplu:
Fie f=X*-2X%®-5X?+8X+4=0 admite solutia

x1:£:> p/4,q/1. Deci = x, e{£l,+2;+4}

Impdrtind succesiv polinomul la posibilele radacini,
obtinem: f=(X-2)(X+2)(X2=2X -1) =% =2;X, = 2%, =142 eR-Q

IV. Aplicatii

IV.1l. Probleme rezolvate

1.54 se determine m si n si apoi sd se rezolve
ecuatia X*=X*+mX?+2X+2=0 stiind cd admite rdddcina 1+i.

Dacd fl+i)=0=f(@l-i)=0= (X -1-i)}(X -1+1i)
FiXZ2=X+iX=X+1-i-iX+i+]) < Fi(X?=2X+2)

4 _ y3 2
X7 =X7+mX +2X+nX2—2X+2
—X*42X3-2X2

3 2
X7+ X (M-2)+2X +n X2 X +m
- X342X2%2-2X




mX?2+n

—mX?2+2mX —2m
2mX —2m+n

m=0
2mX—2m+n:0:>{
n=0

Dacd M=0=q(X)=X?+X =X, =0,%x, = 1= x e {0;-L1+i}.

2.38 se arate c&d polinomul X* 4 X" 4 X424 X443 oy
(a,b,c,d eN) este divizibil prin X3+ X2+ X+1

XE4 X2+ X +1=(X +D(X +i)(X =)
fD) =D + (D + (D)™ + (-D*** =1-1+1-1=0
f (—l) — (_i)4a + (_i)4b+l + (_i)4c+2 + (_i)4d+3 =1+ (_i)4b (—|) + (_i)4c (_i)Z + (_i)4d (_i)S
=1-i-1+i=0

fA) =i +i"" +i*2 4" =14i-1-i=0
f(-i)=0

Dacd {f(i)=0 = X"+ X®PT L X2 L X3 (X34 X2+ X +1)
f(-1)=0

3. Fie f=XZ-2XZ243X" 43X =X"=4. Fie S=x"+X" 4.4 Xy ,
unde X; este raddcind a lui f. Atunci:

a)S=1; bS=2; c)S=-2; d)S=-4

2 2 2
XX H et Xog = (X X, Foeet Xog)? —2(X Xy it XppXyg) =2° —203=4—-6=-2
R:c)

4 .Restul impdrtirii lui £ la X?-1 este:
a)0; b)X; c¢)7X-7; d)149X +135.

X2 -1=(X-1)(X +1)
X2 _2XZ 4+3X2 43X =X —4=(X*>=D)Q(X) +r
Fie @ o rddicinid a ecuatiei X?-1=0=a’-1=0<=a’=1
r=fla)=a®-2a” +3a” +3a° —a* -4=(a*)" ea—-2(a’)" +3(a’)’ e a

—(@®) -4=a-2+3a+3a-1-4=Ta -7

14



Deci restul impdrtirii lui £ la X®-1 este 7X-7. R:c).

5. Dacd P=a,+a,X+a,X’+..+a,X"eR[X],neN,n>3,a, #0 si
— 1
a,, =a,k=0n. Atunci relatia dintre P[Yj si P(X) este:

- * . n-1 i — cR*:
a)P(X):P[Yj,VXeR ; b)X P(Xj P(X),VxeR*;

c)X”P(%J = P(X),VxeR*; c)X”“P(%jz P(X),Vx e R*.

Dacd a,, =4a,.,kK —0,n atunci:
k=0=a, =4,
k=1=a,,=9

= P(X) se mai poate scrie, echivalent,

k=n=a,=a,
sub forma:
P(X)=a,X"+a, X" " +a,X"*+..+a, ,X*+a, X +a,
P L =a0+ali+a2i2+...+anxn [oe X"
X X X

= X" OP(%j:aOX” +a, X" +a,X"*+..+a, =P(X)=> X" oP(%j: P(X)

R:c).

6. Fie ecuatia MX’+X?°+(M-1)X +3=0, meR* fiind parametru.

. . . 2 2 2
Multimea valorilor lui m pentru care X +X,” +X;" <0 este:

( _1—\/5} {1+J§_ J ( _1—\/5}
a. me|—ow; U +oo | ; b. —OO,T ;

2 2

(0;1+\/§} N {ﬂ;u\@
2 2 2

}\{o}.

mX*+ X% +(M-DX +3=0,meR*.

2
1 m-1
X, 4 Xy Xy = (X H Xy 4 X3) % = 2(X Xy + X, Xg + XpXg) = (—— —2l ===
m m

1 _2(m—1)<0

2

<1-2m(m-1) <0
m m

15



< 2m? -2m-1>0

A:4+8:12:>\/Z:2\/§:>m1:ij\/g:1+\/§

2
2-2/3 1-43
m, = = )
2 2
Deci n1e(—dxllj§} {1t;§, ] R:a)

7. Valoarea expresiei:

E:X2+X3+X1+X3+X1+X2

;unde X;,X,,X; sunt rdddcinile
Xl XZ X3

ecuatiei X®—-6X?+X+2 este:
a.-3; b. -1; c. -6; d. 3.
X, +X, +X; =6
X Xg + X X, +X,X; =1

X XXy = =2
£ 6% 6-% 6-% :E_1+£—1+£—1=6(i+i+i}3
X, X, X; X X, Xs Xp X X
=%}ﬂz+MM4”9&j—3=663J—3=—3—3=—6
X1X2X3 _2
R:c)

8. Fie X, X, Xy rdddcinile ecuatiei X™ +10X -5=0. Atunci

199 . 199 199
suma S=X +X, +..+Xg are valoarea:

a. $S=1000; b. S=995; c¢. S=0; d4.S=-50.

Daca X;,X;,.., Xg¢ sunt raddcini, atunci fiecare din ele
verifica ecuatia:
x* +10x, -5=0

X +10x, -5=0

199
Xig9 +10X; 90 —5=0

16



X X o+ X = —10(X, + Xy + oo + Xyge) + 50199 = —10 0 0 + 995 = 995

R:b).

9. Se considerd functia f:R—>R, f(X)=X?+aX+b,
a,beQ .Suma modulelor radacinilor ecuatiei f(X)=0 este:

; b. vJa’—4dbpentru b<0; c. vJa’+4b pentru b>0

a. |a
d. |b.
X, +X, =—a
e X+ X, = (X +%X,)* —2xX, =a?-2b .
XX, =b

=% 4%, =a% =20 =[x,|* +[%,|” = (x| +[%,]]* —2x%,]

= (]xl|+|x2|)2 =a’ —2b+2b| =[x |+|x,| =/a® —2b+2)b|

Dacd b<0=|x|+[x,/=va*—4b. R:b).

10.Restul impdrtirii lui f=X" la g=X*-X-2 este:

a. X+1; b. X-=-1; c. (@n+D)X +2; d. 3

X2=X=2=(X+1(X-2)

2~ (D) 2" +2(-1)

f=X"=q(x)e(X+1)(X-2)+aX+b, unde aX+b=r, gradr<gradg.

Pentru x=-1=(-1)"=-a+b
Pentru Xx=2=2"=2a+b
—a+b=(-1)"
—
2a+b=2"

“3a=(-)"-2" = 3a=2"—(-1)" :a:#

b=(—1)“+a=(—1)"+2 —(-D" _2"+2(-1) :>b=2 +2(-1) .
3 3 3
Deci r:2 —(1) X+2 +2(=1) ) R:d) .
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IV.2. Probleme propuse

1. Fie f=X*-X+3 cu ridicinile X, X,,X; si g=X*+X+1 cu
rdaddcinile VYy,,Y,.

f(y)+ f(y,) este:
a. 5; b. 7; c. 9; d. 1.

2. 9(%)+9(x,)+9(X;) este:
a. 1; b. 5;, c¢. 7; d. 3.

3.58 se determine meR, stiind ci ecuatia X®*+mX?-X-3=0
are raddcinile in progresie aritmetica.

4.Polinomul f eQ[X] are gradul 5 si f(0)=f@1+1)= f(1+\/§)=1.
Atunci suma raddcinilor lui f este:
a.0; b. -1; c. 3; d. 4.

5.Se considerd functia f:R—>R, f(X)=X?+X+9. Suma
fO+f(2)+...+ T(B50) este
a. 89300 b. 44650 <c. 44600 d. 45000.

6.Se considera functia f:R—R,
fX)=(M-DX*+M-)X -m+2 cu meR\{l}. Solutiile X, si X, ale
ecuatiei f(X)=-1, pentru m=2 verificid relatia X +x* =q.
Atunci a este:
a. 1; b. i; c. 2; d. 1-i.

7.Se considerd polinocamele f=X?-X+3, cu ridicinile
X,X,X, si g=X?+X+1 , cu rad. VY, Y,. Restul impirtirii lui
g(83-2X)la X -2 este:
a. 7; b. 5; c. 1; d. —-1.

8. Radacina realda a luil f este situatd iIn intervalul:

a. 0); b. (-2-1) c. (-1D); d. @L+3).
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